
アルキメデス　定理集

これはアルキメデスの著作の定義・定理などを列記したものです。原則として，証明はついてい

ません。

引用または参照した文献は次のとおりです。

基本的には［1］によります (ラテン語訳からの重訳ですから，ギリシア語原文とはニュアンスが

違うことがあります) が，「球と円柱について 第 1巻」は［4］を，「方法」は［5］を引用しました。

添えられている図は原則として引用・参照本のものを載せてありますが，一部改変・省略したもの

もあります。

［1］ J. L. Heiberg (ed.) Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii (3 vols.)，Teubner，

1880�1881

［2］ J. L. Heiberg (Iterum Edidit)，E. S. Stamatis (Corrigenda Adiecit) Archimedis Opera Omnia

cum Commentariis Eutocii (4 vols.)，Teubner，1972�1975

［3］ T. L. Heath (ed.) The Works of Archimedes，Dover，2002

［4］ 伊東 俊太郎 (責任編集)・佐藤 徹 (訳・訳註)「アルキメデス」，朝日出版社，1981 (昭和 56)

［5］ 佐藤 徹 (訳・解説)「アルキメデス方法」，東海大学出版会 (東海大学古典叢書)，1990 (平成 2)

［6］ 田村 松平 (責任編集)「ギリシアの科学」(アルキメデス関係は三田 博雄・訳)，中央公論社 (世界の

名著 9)，1972 (昭和 47)

［7］ 上垣 渉「アルキメデスを読む」，日本評論社，1999 (平成 11)

［8］ 中村 幸四郎・寺阪 英孝・伊東 俊太郎・池田 美恵 (訳・解説)「ユークリッド原論」，共立出版，1971

(昭和 46)

［9］ 斎藤 憲・他 (訳・解説)「エウクレイデス全集」(全 5巻，第 1巻～第 3巻が『原論』)，東京大学出版

会，2008� (平成 20�)

［10］ J. Torelli (recensio)，Archimedis quae supesunt omnia cum Eutocii ascalonitae commentariis，

Oxonia (Oxford)，1792

［11］ F. Peyrard (ed.)，Oeuvres d'Archimède, traduites littéralement, avec un commentarire，

François Buisson，1807

［12］ 奥村 博・渡邉 雅之「アルベロス　 3つの半円がつくる幾何宇宙」，岩波書店 (岩波科学ライブラリー

174)，2010 (平成 22)
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円の計測
Κύκλου Μέτρησις

Dimensio Circuli

命題 1　任意の円は，もし半径が直角に隣接している辺の一方に，さらに，［円の］周囲が底辺

に等しければ，［そのような］直角三角形に等しい。

円 ΑΒΓΔ が命題のような三角形 Ε に対しているとせよ。私は，それ［円］はこれ［三角形］に等し

い，と言う。
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なぜならば，もし可能ならば，円の方がより大きいとして，正方形 ΑΓ が内接されるとし，そして，

［円の］周囲が［次々に］2つの等しい部分に分割されるとし，直線 ΒΖ，ΖΑ，ΑΜ，ΜΔ，などが引か

れるとし，そして，いま，［それらの直線と円弧で囲まれた］諸切片［の和］が，円が三角形を超える

空間より小さくなるとせよ。それゆえ，［円に内接された］直線図形も三角形より大きい。中心が Νで

あると仮定されるとし，［ΖΑに］垂直な［直線］ΝΞ［が引かれるとせよ］。それゆえ，ΝΞは三角形の

［一方の］辺より小さい。しかしまた，直線図形の周囲は，円の周囲より小さいから，もう一方の辺よ

りも小さい。それゆえ，直線図形は三角形 Εより小さい。これは不可能である。

さらに，もし可能ならば，円が三角形 Εより小さいとせよ。そして，正方形が外接されるとし，そし

て，［円の］周囲が［次々に］2つの等しい部分に切断されるとし，切断した点を通って［円に］接し

ている直線が引かれるとせよ。それゆえ，角 ΟΑΡは直角である［ユークリッド第 3 巻命題 18］。それゆ

え，ΟΡ > ΜΡである。なぜならば，ΜΡ = ΡΑだから。それゆえ，ΡΟΠ > 1
2
ΟΖΑΜである。それ

ゆえ，三角形 Εが円 ΑΒΓΔを超える空間より小さい，切片 ΠΖΑに相似な諸切片が残される。それゆ

え，［円に］外接された直線図形も三角形 Εより小さい。これは不可能である。なぜならば，ΝΑは三

角形の高さに等しく，［外接図形の］周囲は三角形の底辺より大きいから，［外接図形の方が］大きい

から。

それゆえ，円は三角形 Εに等しい。

命題 2　円は直径の平方に対して 11 : 14の比を持つ。

円があるとして，その直径をΑΒとし，［その円に］正方形 ΓΗが外接されるとし，そして，ΔΕ = 2ΓΔ，

ΕΖ = 1
7
ΓΔとせよ。
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命題 3　任意の球［円］の周囲はその直径の 3倍より大きく，そしてそのうえ，直径の 7分の 1

よりは小さく，さらに， 10
71 よりは大きい空間だけ超過する。

円があるとして，その直径が ΑΓ，中心が Εであるとし，そして，直線 ΓΛΖが円に接し，角 ΖΕΓが

直角の 3 分の 1 であるとせよ。それゆえ，ΕΖ : ΖΓ = 306 : 153 であるが，ΕΓ : ΓΖ > 265 : 153 で

ある。
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円があるとして，その直径を ΑΓ とし，角 ΒΑΓ が直角の 3 分の 1 であるとせよ。それゆえ，

ΑΒ : ΒΓ < 1351 : 780である。
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3 10
71
［ = 3.1408450704 · · ·］< π［ = 3.1415926535 · · ·］< 3 1

7
［ = 3.1428571428 · · ·］とい

うこと。

なお，
√
3［ = 1.7320508075 · · ·］> 265

153
［ = 1.7320261437 · · ·］√

3 < 1351
780
［ = 1.7320512820 · · ·］
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放物線の求積
Τετραγωνισμὸς Παραβολῆς

Quadratura Parabolae

命題 1　もし直角円錐切断［放物線］が与えられ，それが ΑΒΓであり，そして，直線 ΒΔが直

径に平行であるかまたは直径そのものであり，さらに，［直線］ΑΓが点 Βで［直角］円錐切断に接

している直線に平行であるならば，ΑΔ = ΔΓであろう。そして［逆に］，もし ΑΔ = ΔΓである

ならば，直線 ΑΓは Βにおいて［直角］円錐切断に接している直線に平行であろう。

B

Γ Δ A

命題 2　もし ΑΒΓが直角円錐切断［放物線］であり，直線 ΒΔが直径に平行であるかまたは直

径そのものであり，直線 ΑΔΓが Βにおいて［直角］円錐切断に接している直線に平行であり，直

線 ΕΓが点 Γにおいて［直角円錐］切断に接するならば，ΒΔ = ΒΕであろう。

E
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命題 3　もし ΑΒΓが直角円錐切断［放物線］であり，直線 ΒΔが直径に平行であるかまたは直

径そのものであり，そして，Βにおいて［直角］円錐切断に接している直線に平行な直線 ΑΔ，ΕΖ

が引かれるならば，ΒΔ : ΒΖ = ΑΔ2 : ΕΖ2 であろう。

B
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Δ

Γ

命題 4　 ΑΒΓが直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片であるとし，直線 ΑΓの中点

から直径に平行であるかまたは直径そのものである直線が引かれ，直線 ΒΓが引かれ，そして，延
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長されるとせよ。それゆえ，もし直線 ΒΔに平行な別の直線 ΖΘが，Β，Γを通って引かれた直線

を切断するように，引かれるならば，ΖΘ : ΘΗ = ΔΑ : ΔΖであろう。
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命題 5　 ΑΒΓが直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片であるとし，点 Αから直径に

平行な直線 ΖΑが，そして，Γから点 Γにおいて［直角］円錐切断に接している直線 ΓΖが引かれ

るとせよ。いま，もし三角形 ΖΑΓにおいて直線 ΑΖに平行な別の直線が引かれるならば，引かれ

た直線は直角円錐切断によって，そして，ΑΓは引かれた直線によって，同じ比に切断されるであ

ろう。そして，直線 ΑΓの Αの方におかれた部分［の割合］は引かれた直線の Αの方におかれた

部分［の割合］に一致するであろう。
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上の図で，点 Βは放物線の頂点，点 Δは底辺 ΑΓの中点，直線 ΓΖは点 Γにおける放物線の接

線，ΑΖ //ΔΒである。このとき，ΚΛ // ΑΖである直線 ΚΛを引くと，ΚΘ : ΘΛ = ΑΚ : ΚΓ

となるということ。

命題 6　いま，目の前に，水平線に対して垂直である平面が考えられるとし，［それと］同じ側

に，そこにおいて点 Δは下方にあり，［平面の］反対［の側］は上方にある，直線 ΑΒがあると考

えられるとせよ。そして，ΒΔΓは，Βにおかれた角を直角とし，天秤の［横木の］半分［の長さ］

に等しい辺 ΒΓを持っている，直角三角形であるとせよ。さらに，［この］三角形が点 Β，Γから吊

るされ，天秤の［横木の］反対の側には別の空間 Ζが点 Αから吊るされるとし，そして，Αから

吊るされた空間 Ζは，いま置かれているままで，三角形 ΒΔΓと平衡を保っているとせよ。それゆ

え，私は，空間 Ζは三角形 ΒΔΓの 3分の 1である，と言う。

A B E Γ

Θ

Z

Δ

K
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命題 7　再び，直線 ΑΓが，その中点が Βであり，Βから吊るされるとする，天秤［の横木］で

あるとせよ。さらに，ΓΔΗが，底辺として直線ΔΗを，高さとして天秤の［横木の］半分に等しい

直線を持っている，鈍角三角形であるとせよ。そして，三角形 ΔΓΗが点 Β，Γから吊るされ，さ

らに，Αから吊るされた空間 Ζが，いま置かれているままで，三角形 ΓΔΗと平衡を保っていると

せよ。すると私たちは，［上と］同じように，空間 Ζは三角形 ΓΔΗの 3分の 1であることを証明

するであろう。

A B Γ

Z
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Δ

命題 8　天秤［の横木］が ΑΓであるとし，その中点が点 Βで，点 Βから吊るされるとし，さら

に，ΓΔΕが，Εにおかれた角が直角で，［その］天秤において点 Γ，Εから吊るされる，直角三角形

であるとし，そして，空間 Ζが Αから吊るされるとし，それは，いま置かれているままで，ΓΔΕ

と平衡を保っているとせよ。そして，ΑΒ : ΒΕ = ΓΔΕ : Κであるとせよ。それゆえ私は，空間 Ζ

は三角形 ΓΔΕよりは小さく，空間 Κよりは大きい，と言う。
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Z
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Δ
K

命題 9　再び，ΑΓを天秤［の横木］，点 Βをその中点とし，鈍角三角形 ΓΔΚが底辺としてΔΚ，

高さとして ΕΓを持っており，［それは］天秤［の横木］において Γ，Εから吊るされるとせよ。さ

らに，空間 Ζが Αから吊るされ，それは，いま置かれているままで，三角形ΔΓΚと平衡を保って

いるとせよ。そして，ΓΔΚ : Λ = ΑΒ : ΒΕであるとせよ。それゆえ私は，空間 Ζは空間 Λよりは

大きく，三角形 ΔΓΚよりは小さい，と言う。

A B E Γ

Z

K

Δ

Λ

命題 10　再び，ΑΓを天秤［の横木］，点 Βをその中点とし，ΒΔΗΚを，点 Β，Ηにおかれた

角が直角であり，辺 ΚΔが Γの方に傾いている，台形とせよ。そして，ΒΔΚΗ : Λ = ΒΑ : ΒΗで

あるとし，台形 ΒΔΗΚが点 Β，Ηから天秤に吊るされ，そしてまた，空間 Ζが Αから吊るされ，

それは，いま置かれているままで，台形 ΒΔΚΗと平衡を保っているとせよ。私は，空間 Ζは空間

Λより小さい，と言う。
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命題 11　再び，ΑΓを天秤［の横木］，点 Βをその中点とし，ΚΔΤΡを，辺 ΚΔ，ΤΡが点 Γの

方に傾いていて，さらに，辺 ΔΡ，ΚΤが ΒΓに対して垂直で，ΔΡが Βに落ちている，台形であ

るとせよ。そのうえ，ΑΒ : ΒΗ = ΔΚΤΡ : Λであるとし，台形 ΔΚΤΡは天秤に Β，Ηから，そ

して，Ζは Αから，吊るされ，そして，空間 Ζは，いま置かれているままで，台形ΔΚΤΡと平衡

を保っているとせよ。それゆえ，前の命題におけるのと同様に，Ζ < Λであることが証明されるで

あろう。

A B H Γ

Δ

K
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命題 12　再び，ΑΓを天秤［の横木］，点Βをその中点とし，ΔΕΚΗを，点 Ε，Ηにおかれた角が直

角で，直線ΚΔ，ΕΗが点 Γの方に傾いている，台形であるとせよ。そして，ΑΒ : ΒΗ = ΔΚΕΗ : Μ

で，ΑΒ : ΒΕ = ΔΚΕΗ : Λであるとし，台形ΔΚΕΗが天秤に点 Ε，Ηから吊るされ，さらに，空

間 Ζが Αから吊るされるとし，そして，それは，いま置かれているままで，台形と平衡を保って

いるとせよ。それゆえ私は，Μ > Ζ > Λである，と言う。
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M

命題 13 　再び，ΑΓ を天秤［の横木］，その中央に位置する点を Β とし，ΚΔΤΡ を，辺 ΚΔ，

ΤΡが Γの方に傾いていて，さらに，辺 ΔΤ，ΚΡが ΒΓに対して垂直であるような，台形である

とせよ。さらに，それは天秤に点 Ε，Ηから吊るされ，そして，空間 Ζが Αから吊るされるとし，

それは，いま置かれているままで，台形 ΔΚΤΡと平衡を保っているとせよ。それゆえ，上と同様

に，Μ > Ζ > Λであることが証明されるであろう。
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命題 14　 ΒΘΓを直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片とせよ。それゆえはじめに，

ΒΓが直径に対して垂直であるとし，点 Βから直径に平行な直線 ΒΔが，Γから点 Γにおいて［直

角］円錐切断に接している直線 ΓΔが，引かれるとせよ。それゆえ，ΒΓΔは直角三角形であろう。

さらに，ΒΓが任意個数の等しい部分 ΒΕ，ΕΖ，ΖΗ，ΗΙ，ΙΓに分割されるとし，分割された点から

直径に平行な［直線］ΕΣ，ΖΤ，ΗΥ，ΙΞが引かれるとし，そして，そこにおいてその［直角］円

錐切断を切断する，点から Γの方に直線が引かれ，そして，延長されるとせよ。それゆえ私は，三

角形 ΒΔΓは数多くの台形 ΚΕ，ΛΖ，ΜΗ，ΝΙと三角形 ΞΙΓとの［和の］3倍よりは小さく，さら

に，数多くの台形 ΖΦ，ΗΘ，ΙΠと三角形 ΙΟΓとの［和の］3倍よりは大きい，と言う。
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なぜならば，直線 ΑΒΓが引かれて，等しい直線 ΑΒ，ΒΓに分けられるとし，そして，ΑΓが天秤［の

横木］であり，その中点が点 Βで，Βにおいて吊るされるとせよ。さらにまた，ΒΔΓが天秤に点 Β，

Γ から吊るされ，そして，天秤の反対の側には点 Α から空間 Ρ，Χ，Ψ，Ω，ϙが吊るされるとせよ。

そして，空間 Ρ はそのままで台形 ΔΕ と，さらに，Χ は台形 ΖΣ と，さらに，Ψ は台形 ΤΗ と，さ

らに，Ω は台形 ΥΙ と，そして，ϙは三角形 ΞΙΓ と，平衡を保つとせよ。それゆえまた，全体は全体

と平衡を保つであろう。それゆえ，三角形 ΒΔΓ は大きい空間 Ρ + Χ + Ψ + Ω + ϙ の 3 倍［と等し

い］であろう［命題 6］。そして，ΒΓΘは直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片であり，Β

から直径に平行な直線 ΒΔ が，さらに，点 Γ から Γ において円錐切断に接している直線 ΓΔ が引か

れ，そして，直径に平行な別の任意の直線 ΣΕが引かれるから，ΒΓ : ΒΕ = ΣΕ : ΕΦであろう［命題

5］。それゆえまた，ΒΑ : ΒΕ = ΔΕ : ΚΕである。そして，同様に，ΑΒ : ΒΖ = ΣΖ : ΛΖ，および，

ΑΒ : ΒΗ = ΤΗ : ΜΗ，および，ΑΒ : ΒΙ = ΥΙ : ΝΙが証明されるであろう。いま，ΔΕは点 Β，Εに

おかれた角が直角で，辺が Γの方に傾いている台形であり，天秤に Αから吊るされたある空間 Ζは，

いま置かれているままで，それと平衡を保っており，ΒΑ : ΒΕ = ΔΕ : ΚΕであるから，ΚΕ > Ρであ

ろう。なぜならば，これは証明されているから［命題 10］。さらに再び，ΖΣもまた Ζ，Εにおかれた
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角が直角で，辺 ΣΤが Γの方に傾いている台形であり，そして，その台形と Αから吊るされた空間 Χ

は，いま置かれているままで，平衡を保っていて，ΒΑ : ΒΕ = ΖΣ : ΖΦであり，ΑΒ : ΒΖ = ΖΣ : ΛΖ

である。それゆえ，ΛΖ > Χ > ΖΦであろう。なぜならば，同様に，これは証明されているから［命題

12］。それゆえ，同じ理由によって，ΜΗ > Ψ > ΘΗ，ΝΟΙΗ > Ω > ΠΙであろう。そしてまた，同

様に，ΞΙΓ > ϙ > ΓΙΟである［命題 8］。いま，ΚΕ > Ρ，ΛΖ > Χ，ΜΗ > Ψ，ΝΙ > Ω，ΞΙΓ > ϙ

であるから，それらの空間全体は空間 Ρ+ Χ+Ψ+ Ω+ ϙ より大きいことは明らかである。しかし，

Ρ+Χ+Ψ+Ω+ϙ = 1
3
ΒΓΔ である［命題 6］。それゆえ，ΒΓΔ < 3 (ΚΕ+ ΛΖ+ΜΗ+ΝΙ+ ΞΙΓ)

ということになる。再び，ΖΦ < Χ，ΘΗ < Ψ，ΙΠ < Ω，ΙΟΓ < ϙであるから，それらの空間全体は

空間 ϙ + Ω + Ψ + Χ より小さいことは明らかである。それゆえまた，三角形 ΒΔΓ は数多くの台形

ΦΖ，ΘΗ，ΙΠと三角形 ΙΓΟと［の和］の 3倍よりは大きく，さらに，上で言及された数多くの空間

の 3倍よりは小さいことは明らかである。

命題 15　再び，ΒΘΓを直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片とし，ΒΓは直径に対

して垂直ではないとせよ。それゆえ，点 Βから直径に平行に，切片があるのと同じ側に，引かれた

直線を，あるいは，Γから引かれた直線を，直線 ΒΓと鈍角［をなすように］にしなければならな

い。それゆえ，鈍角になっている直線は Βの方のそれであるとせよ。そして，点 Βから直径に平

行な ΒΔ が，Γ から Γ において［直角］円錐切断に接している直線 ΓΔが引かれるとせよ。そし

て，直線 ΒΓが任意個数の等しい部分 ΒΕ，ΕΖ，ΖΗ，ΗΙ，ΙΓに分割されるとし，点 Ε，Ζ，Η，Ι

から直径に平行な［直線］ΕΣ，ΖΤ，ΗΥ，ΙΞが引かれるとし，そして，そこにおいてその［直角］

円錐切断を切断する，点から Γの方に直線が引かれ，そして，延長されるとせよ。それゆえ私は，

同様に，3 (ΒΦ+ ΛΖ+ΜΗ+ΝΙ+ ΓΙΞ) > ΒΔΓ > 3 (ΖΦ+ΗΘ+ ΙΠ+ ΓΟΙ)である，と言う。

A K Γ

B

I
H

Z
E

O

ΞΠ
Θ

Φ

N

M
Λ

Υ

T

Σ

Δ

Ρ

Χ

Ψ

Ω

ϙ

命題 16　再び，ΒΘΓを直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片とし，Βを通って直径

に平行な ΒΔが，点 Γから Γにおいて［直角］円錐切断に接している直線 ΓΔが，引かれるとせ
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よ。そして，空間 Ζが三角形 ΒΔΓの 3分の 1であるとせよ。それゆえ私は，切片 ΒΘΓは空間 Ζ

に等しい，と言う。

B M N Ξ Π Γ

O

ΣE

Δ

H

I

K

Χ

Λ

Φ
Ρ Θ

Ψ
T

Z

なぜならば，もし等しくないならば，より大きいかまたはより小さいかである。

それゆえ，はじめに，もし可能ならば，より大きいとせよ。それゆえ，切片 ΒΓΘ が空間 Ζを超える

超過分は，それに自分自身が［何回か］加えられると三角形 ΒΓΔ より大きいであろう。そして，あ

る空間が超過分より小さいように仮定することができ，それが三角形 ΒΔΓ の部分であるとせよ。そ

れゆえ，三角形 ΒΓΕがその超過分より小さく，そして，三角形 ΒΔΓの部分であるとせよ。さらに，

同様に，直線 ΒΕ は直線 ΒΔ の部分であろう。それゆえ，直線 ΒΔ が直線 ΒΕ に等しい部分に分割

されるとし，分割点が Η，Ι，Κ であるとせよ。そして，点 Η，Ι，Κ から点 Γ の方に直線が引かれ

るとせよ。それゆえ，直線 ΓΔは点 Γにおいて［直角］円錐切断に接するから，それら［の引かれた

直線］は［直角］円錐切断を切断する。そして，そこにおいてそれらの直線が［直角円錐］切断を切

断する，点を通って，直径に平行な直線ΜΦ，ΝΡ，ΞΘ，ΠΟが引かれるとせよ。それゆえまた，そ

れらは直線 ΒΔに平行であろう。いま，［上で仮定されたことから，］ΒΓΕ < ΒΘΓ − Ζであるから，
Ζ + ΒΓΕ < ΒΘΓであることは明らかである。さらに，三角形 ΒΓΕは，それらを通って［直角］円

錐切断が引かれている，台形ΜΕ，ΦΛ，ΘΡ，ΘΟと三角形 ΓΟΣと［の和］に等しい。なぜならば，

台形ΜΕ は共通であり，そして，ΜΛ = ΦΛ，ΛΞ = ΘΡ，ΧΞ = ΟΘ，そして，ΓΧΠ = ΓΟΣ であ

るから。それゆえ，Ζ < ΜΛ + ΞΡ + ΠΘ + ΠΟΓ であろう。そして，ΒΔΓ = 3Ζ である。それゆ

え，ΒΔΓ < 3 (ΜΛ+ ΡΞ+ΘΠ+ΠΟΓ)であろう。しかし，これは不可能である。なぜならば，そ

れ［三角形 ΒΔΓ］は数多く［の台形の和］の 3倍より大きいことが証明されているから［命題 14�15］

。それゆえ，切片 ΒΘΓは空間 Ζより大きくはない。

それゆえ私は，それは小さくさえない，と言う。なぜならば，もし可能ならば，より小さいとせよ。そ

れゆえ再び，空間 Ζが切片 ΒΘΓを超える超過分は，それに自分自身が［何回か］加えられると三角

形 ΒΔΓを超えるであろう。そして，［ある］空間が超過分より小さいように仮定することができ，そ

れが三角形 ΒΔΓの部分であるとせよ。それゆえ，三角形 ΒΓΕが超過分より小さく，そして，三角形

ΒΔΓの部分であるとし，そして，その他は上と同様に定められるとせよ。それゆえ，三角形 ΒΓΕは，

空間 Ζが切片 ΒΘΓを超える，超過分より小さいから，三角形 ΒΕΓと切片 ΒΘΓが一緒にとられたも

のは空間 Ζより小さい。しかし，Ζ < ΕΜ+ΦΝ+ΨΞ+ΠΤ+ ΓΠΣでもある。なぜならば，先の命

題において証明されているように，ΒΔΓ = 3Ζだが，ΒΔΓ < 3 (ΕΜ+ ΦΝ+ΨΞ+ΠΤ+ ΓΠΣ)で

あるから。それゆえ，ΒΓΕ+ΒΘΓ < ΕΜ+ΦΝ+ΨΞ+ΠΤ+ ΓΠΣである。それゆえ，切片に共通

であるものが取り去られると，三角形 ΓΒΕは残りの空間より小さいであろう。しかし，これは不可能

である。なぜならば，三角形 ΒΕΓは，残りの空間より大きい，ΕΜ+ ΦΛ+ΘΡ+ΘΟ+ ΓΟΣに等

しいことが証明されているから。それゆえ，切片 ΒΘΓは空間 Ζより小さくはない。
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そして，それは大きくさえないことが証明されている。それゆえ，切片は空間 Ζに等しい。

命題 17　このことが証明されると，直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた任意の切片は，

その切片と同じ底面および等しい高さを持っている三角形よりその 3分の 1だけ大きい，ことは明

らかである。

B E Γ

Θ

K

Δ

定義　直線と任意の曲線とで囲まれた切片におけるその直線を［切片の］底辺と，さらに，曲線

から底辺に対して垂直に引かれた直線のうちで最大の直線を高さと，さらに，そこから最大の垂線

が引かれる［曲線上の］点を頂点と，私は呼ぶ。

B

A ΓΔ

左図で，ΑΒΓは直線と任意の曲線とで囲まれた切片。このとき，

直線 ΑΓが底辺，底辺からの最大の垂線 ΒΔが高さ，最大の垂線

を下すことができる点 Βが頂点である。

命題 18　もし直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片において，底辺の中点から直径

に平行な直線が引かれるならば，そこにおいて直径に平行な直線が切片を切断する点が切片の頂点

であろう。

B

A Δ Γ

命題 19　直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片において，底辺の中点から直径に平

行に引かれた直線は，長さにおいて，底辺の半分の中点から同じように［直径に平行に］引かれた

直線よりその 3分の 1だけ大きい。

B

A Δ Γ

Z Θ

E
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命題 20　もし直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片に，その切片と同じ底辺と同じ

高さを持っている，三角形が内接されるならば，内接された三角形は切片の半分よりは大きいであ

ろう。

B

A Γ

Δ E

系　このことが証明されると，残りの切片が任意に与えられた空間より小さくなるように，［元

の］切片に多角形が内接されるようにすることができることは明らかである。

命題 21　もし直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片に，その切片と同じ底辺と同じ

高さを持っている，三角形が内接され，そしてまた，残りの切片に，その切片と同じ底辺と同じ高

さを持っている，第 2の三角形が内接されるならば，切片全体［元の切片］に内接された三角形は残

りの切片に内接されたいずれかの三角形の 8倍であろう。

B

Z H

Θ

A E Δ Γ

命題 22　もし直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片が与えられ，そして，次々と 4

倍の比にある，任意個数の空間が定められ，そして，最大の空間が，切片と同じ底辺と同じ高さを

持っている，三角形に等しいならば，すべての空間が一緒になったものは切片より小さいであろう。

B

Δ E

A Γ

Z H

Θ I

命題 23　もし，次々と 4倍の比にある，いくつかの量が定められるならば，すべての量と，さ

らに，最小のものの 3分の 1が一緒にとられたものは最大のものよりその 3分の 1だけ大きいであ

ろう。
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A

B

Γ
Δ

E

Z

H

Θ I

初項が a，公比が 4の等比数列 a，4a，42a，· · ·，4n−1aについて，
n−1∑
k=0

4ka+
1

3
a =

4

3

(
4n−1a

)
=

4n

3
a

ということ。

命題 24　直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた任意の切片はその切片と同じ底辺，およ

び，等しい高さを持っている三角形よりその 3分の 1だけ大きい。

なぜならば，ΑΔΒΕΓが直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片であるとし，ΑΒΓがその切

片と同じ底面および等しい高さをもっている三角形であるとし，そして，Κ = 4
3
ΑΒΓであるとせよ。

Κ = ΑΔΒΕΓであることが証明されなければならない。

B

Δ E

A Γ

K

Z

H
Θ

I

なぜならば，もし等しくないならば，より大きいかまたはより小さいかである。

はじめに，もし可能ならば，切片 ΑΔΒΕΓ が空間 Κ より大きいとせよ。それゆえ，三角形 ΑΔΒ，

ΒΕΓを，述べられたように，内接させた［とせよ］。そして，さらに，残りの切片にその切片と同じ底

辺および同じ高さをもっている第 2の三角形を内接させ，そして，つねに，続いて生じた切片にその切

片と同じ底辺および同じ高さをもっている三角形を内接させた［とせよ］。それゆえ，いつかは，残り

の切片が，切片 ΑΔΒΕΓが空間 Κを超える，超過分より小さくなるであろう。それゆえ，内接された

多角形は空間 Κより大きいであろう。しかし，これは不可能である。なぜならば，次々とおかれた空

間［内接三角形］は 4倍の比にあって，はじめの三角形 ΑΒΓは三角形 ΑΔΒ，ΒΕΓの 4倍の大きさ

であり［命題 21］，これらは続いて切片に内接された三角形の 4倍の大きさであり，つねに同じ仕方で

あるから，同時に［とられた］すべての空間は最大のものよりその 3分の 1だけ大きいものより小さ

い［命題 23］。しかし，空間 Κは最大の空間よりその 3分の 1だけ大きい。それゆえ，切片 ΑΔΒΕΓ

は空間 Κより大きくはない。

さらに，もし可能ならば，小さいとせよ。それゆえ，ΑΒΓ = Ζ，Η = 1
4
Ζ，Θ = 1

4
Ηとおかれると

し，続いて，最後の空間が，空間 Κが切片を超える，超過分より小さくなるまで，空間がおかれると

し，［この超過分より］小さいのが Iであるとせよ。それゆえ，Ζ+ Η+Θ+ Ι+ 1
3
Ι = 4

3
Ζ である
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［命題 23］。しかし，Κ = 4
3
Ζでもある。それゆえ，Κ = Ζ+Η+Θ+ Ι+ 1

3
Ι である。いま，空間

Κが空間 Ζ，Η，Θ，Ι［の和］を超える空間［超過分］は Ιより小さく，切片［を超える超過分］は Ι

より大きいから，空間 Ζ，Η，Θ，Ι［の和］は切片より大きいことは明らかである。しかし，これは不

可能である。なぜならば，もし任意個数の空間が次々と 4倍の比で与えられ，最大のものが切片に内

接された三角形に等しいとするならば，同時に［とられた］すべての空間は切片より小さいであろう

ことが証明されているから［命題 22］。それゆえ，切片 ΑΔΒΕΓは空間 Κより小さくはない。

それが大きくはないことは，確かに，証明されている。それゆえ，それ［切片］は空間 Κ に等しい。

しかし，空間 Κ は三角形 ΑΒΓ よりその 3 分の 1 だけ大きい。それゆえまた，切片 ΑΔΒΕΓ は三角

形 ΑΒΓよりその 3分の 1だけ大きい。
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平面板の平衡について，あるいは，平面板の重心について　第 1巻

᾿Επιπέδων ἱσορροπιῶν ἢ κέντρα βαρῶν ἐπιπέδων

De Planorum Aequilibriis sive De Centris Gravitatis Planorum

要請 1　等しい長さに吊るされた等しい重りは釣り合いを保つこと。しかし，不等な長さに吊る

された等しい重りは釣り合いを保たず，大きい長さに吊るされた重りの方に傾くこと。

要請 2　もし，何らかの長さに吊るされて釣り合いを保っている重りにおいて，その一方に何ら

かのものが加えられるならば，釣り合いを保たず，何らかのものが加えられた重りの方に傾くこと。

要請 3　同じように，もし一方から何らかのものが取り去られるならば，それは釣り合いを保た

ず，取り去られていない重りの方に傾くこと。

要請 4　等しくしかも相似な平面図形が一致しているとき，それらの重心もまた一致する。

要請 5　さらに，不等だが相似である図形の重心は相似な位置にあるであろう。ところで，それ

らから等しい角で［相似の中心に］直線が引かれるとき，［それらの直線が］互いに対応している辺

と等しい角をつくるような点を相似な図形において相似な位置にあるという。

G
H

O

要請 6　もし何らかの長さに吊るされた量が平衡を保つならば，それらに等しい量もまたそれら

に等しい長さにおいて平衡を保つであろう。

要請 7　その周囲が同じ方向にくぼんでいる任意の図形においては，重心は図形の内部になけれ

ばならない。

命題 1　等しい長さに吊るされて平衡を保つ重りは等しい。

命題 2　等しい長さに吊るされた不等な重りは平衡を保たないで，より大きい［重りの］方へ傾

くであろう。

命題 3　不等な重りは不等な長さで平衡を保つであろうし，そして，大きい方［の重り］は小さ

い長さの方に吊るされるであろう。

Α，Β が不等な重りであり，Α がより大きいとし，長さ ΑΓ，ΓΒ に吊るされて平衡を保つとせよ。

ΑΓ < ΓΒが証明されなければならない。

A Γ B

命題 4　もし 2つの等しい量が同じ重心を持たないならば，両方の量から結合された量の重心は

それらの量の重心を結んでいる直線の中点であろう。

量 Αの重心を Α，量 Βの［重心］を Βとし，直線 ΑΒが引かれ，点 Γにおいて 2つの等しい部分に

分けられるとせよ。私は，点 Γが両方の量から結合された量の重心である，と言う。
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A Δ Γ B

命題 5　もし 3つの量の重心が同じ直線の上にあり，そして，それらの量が同じ重さであり，そ

して，それらの重心の間におかれた直線が等しいならば，すべての量から結合された量の重心はそ

れらの量のうちの中央のものの重心と同じ点であろう。

3つの量が Α，Β，Γであるとし，それらの重心 Α，Β，Γが同じ直線の上におかれた点であり，そし

て，量 Α，Β，Γが等しく，直線 ΑΓ，ΓΒが等しいとせよ。私は，すべての量から結合された量の重

心は点 Γであろう，と言う。

A Γ B

系 1　任意個数の奇数個の量の重心が同じ直線の上におかれ，そして，もし中央のものから等し

い距離だけ離れている量が等しい重さを持ち，それらの重心の間におかれた直線が等しいならば，

すべての量から結合された量の重心はそれらの中央のものの重心と同じ点であろう。

系 2　もし偶数個の量があり，それらの重心が同じ直線の上におかれ，中央の，そしてそれらか

ら等しい距離だけ離れている，量が等しい重さを持ち，重心の間におかれた直線が等しいならば，

すべての量から結合された量の重心は，より下位に［中央に］割り当てられた，［2つの］量の重心を

結んでいる直線の中点であろう。

命題 6　その重さに反比例する距離に吊るされた通約可能な量は平衡を保つ。

通約可能な量が Α，Β であるとし，それらの重心が Α，Β であるとせよ。ΕΔ を任意の長さとし，

Α : Β = ΔΓ : ΓΕであるとせよ。点 Γが Α，Βの両方から結合された量の重心であることが証明され

なければならない。

A B

Z

Λ E Γ H Δ K N

量の通約可能性については，ユークリッド『原論』第 10巻において次のように定められている。

第 10巻定義 1「同じ尺度によって割り切られる量は通約できる量といわれ，いかなる共通な尺度

をももちえない量は通約できない量といわれる。」
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第 10巻定義 2「二つの線分はそれらの上の正方形が同じ面積によって割り切られるときには，平

方において通約でき，それらの上の正方形が共通な尺度としていかなる面積をももちえないとき

には［平方において］通約できない。」

また，『原論』第 5巻には次のような定義が見られる。

第 5巻定義 1「小さい量は，大きい量を割り切るときに，大きい量の約量である。」

第 5巻定義 2「大きい量は，小さい量によって割り切られるときに，小さい量の倍量である。」

命題 7　たとえ量が通約可能でないとしても，同様に，その重さに反比例する距離に吊るされる

と平衡を保つであろう。

通約可能でない量を ΑΒ，Γとし，さらに，任意の長さを ΔΕ，ΕΖとし，ΑΒ : Γ = ΕΔ : ΕΖである

とせよ。私は，ΑΒ，Γの両方から結合された量の重心は点 Εである，と言う。

Δ E Z

Γ B A

命題 8　もし何らかの量から，［その量とは］重心が同じではないような，量が［全体から］取

り去られるならば，残りの量の重心は次のようである。［すなわち，］全体の，および，取り去られ

た量の重心を結んでいる直線を全体の量の重心があるのと同じ側に延長し，重心の間におかれた直

線に対して取り去られた量の重さが残された［量の］重さに対するのと同じ比を持つように，それ

らの重心を結んでいる延長された直線から直線が取り去られるとき，取り去られた［直線の］端点

［が残りの量の重心］である。

その量 ΑΒの重心を Γとせよ。そして，ΑΒから，その重心が Εである，ΑΔが取り去られるとせよ。

さらに，直線 ΕΓが引かれ，ΓΖ : ΓΕ = ΑΔ : ΔΗとなるように，(Γの方に) 延長された［直線から］

ΓΖが切り取られるとせよ。量ΔΗの重心が点 Ζであることが証明されなければならない。

A H

Δ B

E Γ Z Θ

命題 9　任意の平行四辺形の重心は，その平行四辺形の向かい合った辺の中点同士を結ぶ直線の

上に位置している。

平行四辺形を ΑΒΓΔとし，辺 ΑΒ，ΓΔの中点に対して ΕΖが引かれたとせよ。それゆえ，私は，平

行四辺形 ΑΒΓΔの重心は直線 ΕΖの上にあるであろう，と言う。

A E K B

I
Θ

Γ Z Δ
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命題 10　任意の平行四辺形の重心は，そこで対角線が互いに交わる点である。

平行四辺形を ΑΒΓΔとし，その中で，直線 ΕΖが直線 ΑΒ，ΓΔを 2つの等しい部分に分割し，さら

に，ΚΛが直線 ΑΓ，ΒΔを同じように分割しているとせよ。それゆえ，平行四辺形 ΑΒΓΔの重心は

直線 ΕΖの上に位置している。

A E B

K
Θ

Λ

Γ Z Δ

命題 11　もし与えられた 2つの三角形が互いに相似であり，それらの中に相似な位置にある点

があり，一方の点がその中にある三角形の重心であるとすると，他方の点もまたその中にある三角

形の重心である。ところで，それらから等しい角で［相似の中心に］直線が引かれるとき，［それら

の直線が］互いに対応している辺と等しい角をつくるような点を相似な図形において相似な位置に

あるという。

2つの三角形を ΑΒΓ，ΔΕΖとして，ΑΓ : ΔΖ = ΑΒ : ΔΕ = ΒΓ : ΕΖであるとし，そして，それら

の三角形において相似な位置にある点を Θ，Νとし，点 Θが三角形 ΑΒΓの重心であるとせよ。私は，

点 Νもまた三角形ΔΕΖの重心である，と言う。

A

B Γ
Θ

Δ

E Z

N

H

命題 12　もし与えられた 2つの三角形が相似であり，さらに，一方の三角形の重心がいずれか

の角から［その角に向かい合う］底辺の中点まで引かれた直線の上にあるならば，他方の三角形の

重心もまた同様に引かれた直線の上にあるであろう。

2つの三角形を ΑΒΓ，ΔΕΖとして，ΑΓ : ΔΖ = ΑΒ : ΔΕ = ΒΓ : ΖΕであるとし，直線 ΑΓを点 Η

において 2つの等しい部分に分割する直線 ΒΗが引かれ，そして，三角形 ΑΒΓの重心，たとえば Θ，

が直線 ΒΗ の上にあるとせよ。私は，三角形 ΔΕΖ の重心もまた同様に引かれた直線の上にある，と

言う。

B

A Γ
H

Θ

E

Δ Z
M

N

命題 13　任意の三角形の重心はいずれかの角から［その角に向かい合う］底辺［対辺］の中点

まで引かれる直線の上に位置している。
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三角形 ΑΒΓ，および，その中に底辺 ΒΓの中点まで引かれた直線 ΑΔがあるとせよ。三角形 ΑΒΓの

重心は直線 ΑΔの上に位置していることが証明されなければならない。

A

Λ Σ M

H N Υ K
Φ Χ

E Ξ
I
Ρ

T

Π Θ Z

B O Δ Ω Ψ Γ

なぜならば，そうでないとして，もし可能ならば，本当［の重心］は点 Θであるとし，そこを通って

直線 ΒΓに平行な［直線］ΘΙが引かれるとせよ。それゆえ，直線ΔΓがつねに次々と 2つの等しい部

分に分割されると，［そうされることによって］残されるはずのものが，いつかは，直線 ΘΙより小さ

くなるであろうし，そして，直線 ΒΔ，ΔΓの両方が［それに］等しい諸部分に分割されるとし，それ

らの切断点を通って直線 ΑΔに平行な直線が引かれるとし，直線 ΕΖ，ΗΚ，ΛΜが引かれるとせよ。

それゆえ，それらは直線 ΒΓに平行であろう。それゆえ，平行四辺形ΜΝの重心は直線 ΥΣの上に位

置しているであろうし，さらに，平行四辺形 ΚΞの［重心］は ΤΥの上に，平行四辺形 ΖΟの［重心］

は ΤΔの上に［位置しているであろう］［命題 9］。それゆえ，それらのすべてによって合成された量

の重心は直線 ΣΔの上に位置しているであろう［命題 4］。それゆえ，それが Ρであるとし，ΡΘが引

かれて，延長されるとし，直線 ΑΔに平行な［直線］ΓΦが引かれるとせよ。それゆえ，三角形 ΑΔΓ

は，直線 ΑΜ，ΜΚ，ΚΖ，ΖΓ の上につくられた，三角形 ΑΔΓ に相似なすべての三角形［の和］に

対して，ΓΑ : ΑΜ の比を持つ。というのは，直線 ΑΜ，ΜΚ，ΖΓ，ΚΖ は等しいから。そしてまた，

三角形 ΑΔΒは，直線 ΑΛ，ΛΗ，ΗΕ，ΕΒの上につくられた，相似なすべての三角形［の和］に対し

て，ΒΑ : ΑΛと同じ比を持ち，それゆえ，三角形 ΑΒΓはそれらのすべての三角形［の和］に対して，

ΓΑ : ΑΜ の比を持つ。しかし，ΓΑ : ΑΜ > ΦΡ : ΡΘ である。なぜならば，三角形は相似であるか

ら，ΓΑ : ΑΜ =［ΓΔ : ΔΩ = ］ΦΡ : ΡΠだから。それゆえまた，三角形 ΑΒΓは，私たちが述べた，

それら［の和］に対して，ΦΡ : ΡΘより大きい比を持つ。それゆえまた，［その比が］分離されると，

平行四辺形ΜΝ，ΚΞ，ΖΟ［の和］は残りの三角形に対して ΦΘ : ΘΡ［の和］より大きい比を持つ。

それゆえ，平行四辺形［の和］と三角形［の和］の比に比 ΧΘ : ΘΡが等しくなるはずである。いま，

ΑΒΓはその重心が Θである量であり，そして，平行四辺形ΜΝ，ΚΞ，ΖΟによって合成されたもの

がそれから取り去られた量であり，［その］取り去られた量の重心は点 Ρであるから，それゆえ，残さ

れた三角形によって合成された残りの量の重心は延長された直線 ΡΘ［すなわち，ΡΧ］の上に位置して

おり，それから切断された直線［ΧΘ］が ΘΡに対して，取り去られた量が残り［の量］に対する比を

持つ［命題 8］。それゆえ，点 Χは残された三角形によって合成された量の重心である。しかし，これ

は不可能である。なぜならば，すべての三角形は Χを通って直線 ΑΔに平行に引かれた平面の上にあ

る直線の同じ側，すなわち一方の側，にあるから。それゆえ，命題は成り立つ。

A

Θ
Z

M
E

ΛNK

ΓΔB

同じことを別の方法で
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三角形 ΑΒΓがあるとし，［直線］ΑΔが［対辺］ΒΓの中点まで引かれるとせよ。私は，三角形 ΑΒΓ

の重心は直線 ΑΔの上に位置している，と言う。

なぜならば，そうでないとして，もし可能ならば，それが Θであるとし，直線 ΑΘ，ΘΒ，ΘΓが，そ

して，直線 ΕΔ，ΖΕが直線 ΒΑ，ΑΓの中点まで引かれるとし，直線 ΑΘに平行な［直線］ΕΚ，ΖΛ

が引かれ，ΚΛ，ΛΔ，ΔΚ，ΔΘ，ΜΝ が引かれるとせよ。いま，ΒΑ と ΖΔ は平行なので，三角形

ΑΒΓと三角形 ΔΖΓは相似であり，三角形 ΑΒΓの重心は点 Θであるから，三角形 ΖΔΓの重心も点

Λである［命題 11］。なぜならば，互いに対応している辺と角が等しいため，点 Θ，Λは両方の三角形

において相似の位置にあるからであるが，これは確かに明らかであるから。それゆえまた，同じ理由

で，三角形 ΕΒΔの重心は Κである。それゆえ，三角形 ΕΒΔ，ΖΔΓの両方によって合成された量の

重心は，ΕΒΔ = ΖΔΓであるから，直線 ΚΛの中央に位置する。そして，ΒΕ : ΕΑ = ΒΚ : ΘΚであ

り，ΓΖ : ΖΑ = ΓΛ : ΛΘであるから，直線 ΚΛの中点は Νである。もしそうならば，ΒΓ，ΚΛは平

行であろう。そして，ΛΘが引かれる。それゆえ，ΒΔ : ΔΓ = ΚΝ : ΝΛであろう。それゆえ，両方

の三角形によって合成された量の重心は Νである。しかしまた，平行四辺形 ΑΕΔΖの重心はΜであ

る［命題 10］。それゆえ，それらのすべて［三角形 ΕΒΔ，ΖΔΓ，および平行四辺形 ΑΕΔΖ］によって合成

された量の重心は直線ΜΝの上に位置する。しかしまた，三角形 ΑΒΓの重心は点 Θである。それゆ

え，延長された直線ΜΝは点 Θを通るようになるであろう。しかし，［ΜΝ，ΑΘは平行だから，］こ

れは不可能である。それゆえ，三角形 ΑΒΓの重心が直線 ΑΔの上に位置していないということは起

こりえない。それゆえ，それ［重心］はそこ［直線 ΑΔ］の上にある。

命題 14　任意の三角形の重心は，そこで［それぞれの］角から［その角に向かい合う］辺の中

点まで引かれた直線が交わる点である。

A

B
Δ

Γ

E

Θ

命題 15　互いに平行な 2つの辺を持っている任意の台形の重心は，それら平行線の中点を結ぶ

直線において，［2つの］平行線の小さい方の中点がその分点と［の間に］持っている部分が残りの

部分に対して，大きい方の 2倍と小さい方［との和］に等しい直線が平行線の小さい方の 2倍と大

きい方［との和に等しい直線］に対して持つのと同じ比を持つように，分割する［点である］。

H

A E Δ

N O K
Ρ

T

Λ
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Σ Ξ
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Z

Γ

上の図で，ΑΒΓΔは，ΑΔ // ΒΓである，台形で，点 Ε，Ζはそれぞれ線分 ΑΔ，ΒΓの中点で

ある。また，点 Ν，Λは線分 ΑΒの，点 Τ，Μは線分ΔΓの，それぞれ 3等分点である。(ただ
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し，アルキメデスの言い方では，「· · · · · · 引かれた直線 ΒΔが点 Κ，Θにおいて 3つの等しい部

分に分割されるとし，それら［の点］を通って直線 ΒΓに平行な［直線］ΝΚΤ，ΛΘΜが引かれ

るとし，ΔΖ，ΒΕ，ΟΞが引かれるとせよ。· · · · · ·」)
このとき，線分 ΕΖ上の点で，ΕΠ : ΠΖ = (2ΒΓ+ΑΔ) : (2ΑΔ+ ΒΓ)となるような点 Πが台

形 ΑΒΓΔの重心になる，ということ。

23



平面板の平衡について　第 2巻

᾿Επιπέδων ἱσορροπιῶν ἢ κέντρα βαρῶν ἐπιπέδων

De Planorum Aequilibriis sive De Centris Gravitatis Planorum

命題 1　もし直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた 2つの空間があり，［それらを］与え

られた直線によって連結することができ，［それらが］同じ重心を持たないならば，両方から合成

された量の重心は，それらの重心を結んでいる直線の上で，その直線を空間と反対側の部分が持つ

比に分割する位置にあるであろう。

［命題に］述べたような，2つの空間が ΑΒ，ΓΔであるとして，それらの重心を Ε，Ζとし，そして，

ΑΒ : ΓΔ = ΖΘ : ΘΕであるとせよ。両方の空間 ΑΒ，ΓΔから合成された量の重心が点 Θであるこ

とが証明されなければならない。

M
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B N Δ
Π

命題 2　もし直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片に，その切片と同じ底辺および等

しい高さを持つ三角形が内接され，そして再び，残りの切片にその切片と同じ底辺，等しい高さを

持つ三角形が内接され，そして，つねに次々と残りの切片に同じように三角形が内接され，そうし

てつくられた図形が継続的に切片に内接されるとせよ。さらに，［次のことを］準備せよ。［すなわ

ち，］そのように内接された図形において，切片の頂点に隣接する角を結んでいる直線はそれら以

外［の与えられた切片］の底辺に平行になり，そして，その切片の直径によって等しい部分に分割

され，そして，その直径を，1から切片の頂点と見なされる数まで，次々と引き続く奇数の比に分

割するするであろう。

ここまでは準備で，その内容は，下の図で，ΘΗ // ΙΖ // ΚΕ // ΓΑ，ΘΝ = ΝΗ，ΙΜ = ΜΖ，

ΚΛ = ΛΕ，ΓΔ = ΔΑ，ΒΝ : ΝΜ : ΜΛ : ΛΔ = 1 : 3 : 5 : 7ということ。

直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片に直線図形が継続的に内接されると，内接され

た図形の重心は切片の直径の上にあるであろう。

ΑΒΓを，［上で］述べたような，切片とし，そこに直線図形 ΑΕΖΗΒΘΙΚΓが継続的に内接されると

せよ。直線図形の重心は直線 ΒΔの上に位置することが証明されなければならない。

B
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M

K E
Λ

Γ A
Δ
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命題 3　直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた等しい［すなわち，相似な］2つの切片が与え

られたとき，そのそれぞれに直線図形が継続的に内接され，内接された図形の辺が互いに等しい数

を持つならば，それらの図形の重心は同じ仕方で［すなわち，同じ比に］切片の直径を切断する。

2つの切片を ΑΒΓ，ΞΟΠ とし，それらに直線図形が継続的に内接され，そして，それぞれの全体が

互いに等しい辺の数を持つとせよ。そして，切片の直径を ΒΔ，ΟΡとし，直線 ΕΚ，ΖΙ，ΗΘおよび

ΣΤ，ΥΦ，ΧΨが引かれるとせよ。
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命題 4　直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた任意の切片の重心は切片の直径の上に位置

している。

ΑΒΓを，［上で］述べたような，切片とし，その直径を ΒΔとせよ。その切片の重心は直線 ΒΔの上

に位置していることが証明されなければならない。
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命題 5　もし直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた切片に直線図形が継続的に内接される

ならば，切片全体の重心は内接された図形の重心より切片の頂点に近い。

ΑΒΓを，［上で］述べたような，切片とし，その直径をΔΒとせよ。

B

A Γ
Δ

K Λ

Θ
Χ

I

Z N H

E

命題 6　直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた与えられた切片に，切片と内接された図形
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の［それぞれの］重心の間の直線［距離］が任意に与えられた直線より小さくなるように，直線図形

を継続的に内接させることができる。

［上で］述べたような，与えられた切片を ΑΒΓとし，その重心を Θとし，それに三角形 ΑΒΓが継続

的に内接されるとせよ。そして，与えられた直線を Ζとし，△ΑΒΓ : Κ = ΒΘ : Ζであるとせよ。い

ま，切片 ΑΒΓに直線図形 ΑΚΒΛΓが，残りの空間が空間 Κより小さいように，内接されるとせよ。

そして，内接された図形の重心を Εとせよ。私は，直線 ΘΕは直線 Ζより小さい，と言う。
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命題 7　直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた相似な 2つの切片の重心は直径を同じ比に

分割する。

［上で］述べたような，2つの切片を ΑΒΓ，ΕΖΗとして，それらの直径を ΒΔ，ΖΘとし，切片 ΑΒΓ

の重心を Κ，さらに，切片 ΕΖΗの［重心］を Λとせよ。点 Κ，Λは直径を同じ比に分割することが

証明されなければならない。
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命題 8　直線と直角円錐切断［放物線］とで囲まれた任意の切片の重心は切片の直径を，切片の

頂点が位置している方の部分が底辺が位置している方の部分よりその半分だけ大きいように，分割

する。

ΑΒΓ が，［命題に］述べたような，切片であるとして，その直径が ΒΔ，重心が点 Θ であるとせよ。

ΒΘ = 3
2
ΘΔであることが証明されなければならない。
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切片 ΑΒΓに三角形 ΑΒΓが適切に内接されるとし，その重心が Εであるとせよ。そして，直線 ΒΑ，

ΒΓが点 Ζ，Ηにおいて 2つの等しい部分に分割されるとし，直線 ΒΔに平行な直線ΚΖ，ΗΛが引かれ

るとせよ。それゆえ，それらは切片 ΑΚΒ，ΒΛΓの直径である。それゆえ，切片 ΑΚΒの重心がΜで，

切片 ΒΛΓの［重心］が点 Νであるとし，直線 ΖΗ，ΜΝ，ΚΛが引かれるとせよ。それゆえ，両方の切

片によって合成された量の重心は Χである。そして，ΚΜ : ΜΖ = ΒΘ : ΘΔであるから，それらが合

わせられる［加比の理］と ΚΖ : ΖΜ = ΒΔ : ΘΔであり［ユークリッド第 5 巻命題 18］，それらが逆にさ

れる［交換の理］と ΒΔ : ΚΖ = ΔΘ : ΜΖである［ユークリッド第 5巻命題 16］が，しかし，ΒΔ = 4ΚΖ

であるから，ΔΘ = 4ΜΖ であろう。それゆえまた，残されるものは ΒΘ = 4ΚΜ = 4ΣΧ である。

それゆえまた，［ΣΧが取り去られると］残されるものは ΒΣ + ΧΘ = 3ΣΧである。ΒΣ = 3ΣΞと

せよ。それゆえまた，ΧΘ = 3ΞΧ であろう。そして，ΒΔ = 4ΒΣ，ΒΣ = 3ΣΞ であるから，それ

ゆえ，ΞΒ = 1
3
ΒΔであろう。しかしまた，三角形 ΑΒΓの重心は Εであるから，ΕΔ = 1

3
ΔΒであ

る。それゆえまた，残されるものは ΞΕ = 1
3
ΒΔである。そして，切片全体の重心は点 Θであり，切

片 ΑΚΒ，ΒΛΓの両方によって合成された量の重心は Χで，三角形 ΑΒΓの［重心］は Εであるから，

三角形 ΑΒΓは残りの切片［の和］に対して ΧΘ : ΘΕのようであろう［第 1 巻命題 8］。しかし，三角

形 ΑΒΓは両切片の［和の］3倍大きい。それゆえまた，ΧΘ = 3ΧΞである。それゆえ，ΞΕ = 5ΕΘ，

すなわち ΔΕ = 5ΕΘ である。なぜなら，ΔΕ = ΞΕ だから。それゆえ，ΔΘ = 6ΘΕ であり，そし

て，ΒΔ = 3ΔΕである。それゆえ，ΒΘ = 3
2
ΘΔである。これが証明すべきことであった。

B
HE
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ΓΔA

上の証明中の「ΒΔ = 4ΚΖ」について，エウトキウスに

よれば · · · · · ·
ΑΒΓをその直径が ΒΔである放物線とせよ。そして，縦

線［ordinatus］ΑΔが引かれ，ΑΒが引かれて，ΑΒが Ζ

において等しい部分に切断され，Ζ を通って直線 ΒΔ に

平行な ΕΖが引かれるとせよ。それゆえ，ΑΒは切片の直

径である。そして，点 Ε，Ζから平行な縦線 ΕΗ，ΖΘが引かれるとせよ。それゆえ，ΑΖ = ΒΖで

あるから，ΑΒ = 2ΖΒ，ΔΒ = 2ΒΘ，ΑΔ = 2ΖΘ = 2ΕΗであろう。それゆえ，ΑΔ2 = 4ΕΗ2

であり，そしてそれゆえ，ΔΒ = 4ΒΗ［アポロニオス第 1巻命題 20］である。それゆえ，ΒΔ = 2ΒΘ

であるから，ΒΘ = 2ΒΗであろう。そして，ΘΗ = ΗΒであり，ΕΗΖΘが平行四辺形であるこ

とから，ΗΒ = ΕΖである。それゆえ，ΒΔ = 4ΖΕである。

命題 9　もし 4つの直線が連続的に比例する比にあり，そして，最小のものが最大のものと最小

のものとの差に対して，別にとられた直線が比例している最大のものと 3番目の［大きさの］直線

との差の 3
5 に対して持つ比と同じ比を持ち，そして，比例している最大のものの 2倍と第 2のも

のの 4倍と仮定された第 3のものの 6倍と第 4のものの 3倍と［の和］に等しい直線が仮定された

最大のものの 5倍と仮定された第 2のものの 10倍と仮定された第 3のものの 10倍と仮定された

第 4のものの 5倍と［の和］に対して，別にとられた直線が比例している最大のものと第 3のもの
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との差に対して持つ比と同じ比を持つならば，両方が一緒にとられた直線は最大のものの 2
5 であ

ろう。

比例している 4つの直線を ΑΒ，ΒΓ，ΒΔ，ΒΕとして，ΒΕ : ΕΑ = ΖΗ : 3
5
ΑΔであり，(2ΑΒ+

4ΒΓ+ 6ΒΔ+ 3ΒΕ) : (5ΑΒ+ 10ΓΒ+ 10ΒΔ+ 5ΒΕ) = ΗΘ : ΑΔであるとせよ。ΖΘ = 2
5
ΑΒ

であることが証明されなければならない。

A Γ Δ O E B

Θ H Z

命題 10　直角円錐切断［放物線］から取り去られた任意の［平行な底辺を持つ］断片の重心は

その断片の直径である直線の上で次のような位置にある。［すなわち，］5つの等しい部分に分割さ

れた直線［断片の直径］における 5つの［うちの］真ん中の部分において，そ［れが 2つに分割され

たうち］の小さい方の底辺に近い方の部分が残りの部分に対して，底辺として断片の大きい方の底

辺の平方を，さらに，高さとして小さい方の底辺の 2 倍と大きい方の底辺とが一緒になったもの

［和］に等しい［直線］を持つ立体の大きさが，断片の小さい方の底辺の平方を底辺に，さらに，大

きい方の底辺の 2倍と小さい方［の底辺］とが一緒になったもの［和］に等しい直線を高さに持つ

立体の大きさに対するのと，同じ比を持つように位置している。

直角円錐切断［放物線］における平行な 2つの直線を ΑΓ，ΔΕとし，切片 ΑΒΓの直径を ΒΖとせよ。

それゆえ，直線 ΑΓ，ΔΕが点 Βにおいて切片に接する平行な直線であるから，断片 ΑΔΕΓの直径も

また ΖΗであることになる。そして，直線 ΗΖが 5つの等しい部分に分割され，5つの［うちの］真ん

中の部分が ΘΚであるとせよ。そして，ΘΙ : ΙΚ = ΑΖ2 × (2ΔΗ+ΑΖ) : ΔΗ2 × (2ΑΖ+ΔΗ) であ

るとせよ。断片 ΑΔΕΓの重心は点 Ιであることが証明されなければならない。
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比 ΘΙ : ΙΚは命題の文言通りならば，ΘΙ : ΙΚ = ΑΓ2 × (2ΔΕ+ΑΓ) : ΔΕ2 × (2ΑΓ+ΔΕ) と

なろうが，ΑΓ = 2ΑΖ，ΔΕ = 2ΔΗであるし，考えているのは比であるから，上のような表現

にしたのであろう。
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球と円柱について　第 1巻

Περὶ Σϕαίρας καὶ Κυλίνδρου

De Spahera et Cylindro

定義 1　平面上に次のようなある有限曲線 (καμπύλη γραμμή) が存在する。すなわち，その両端

を結ぶ線分 (εὐθεῖα) に関して，その曲線全体が同一の側にあるか，または，反対側にはその部分が

全くないような有限曲線が存在する。

定義 2　つぎのような線を同じ向きに凹である (ἐπὶ τὰ αὐτὰ κοίλη) と私は呼ぶ。すなわち，その

上の任意の二点が取られたとき，それらの点を結ぶ線分がすべてその曲線の同一側にくるか，また

は，ある部分は同一の側に来，ほかの部分はその曲線上にあるが，けっして曲線の反対側にはこな

いような場合である。

定義 3　同様にまた，次のような有限な曲面が存在する。すなわち，その曲面 (ἐπιϕάνεια) その

ものは平面上にないが，その限界を一平面上に持ち，その限界である平面の同一の側に面全体があ

るか，または反対の側にはその部分が全くないような有限曲面が存在する。

定義 4　つぎのような面を，同じ向きに凹であると私は呼ぶ。すなわち，その上の二点が取られ

たとき，それらの点を結ぶ線分がすべてその曲面の同一の側にくるか，または，ある部分は同一の

側に来，ほかの部分はその曲面上にあるが，けっして曲面の反対側にはこないような場合である。

定義 5　頂点を球の中心に持つような円錐が球を切るときに，円錐の表面と球の表面によって，

円錐の内部に囲まれる図形を，私は立体扇形 (τομεὺς στερεός) と呼ぶ。

定義 6 　同じ底面をもつ二つの円錐が，それらの頂点を底面の別々の側に持ち，それらの軸が

一直線上になるような位置にあるとき，両方の円錐から成る立体図形を，私は立体菱形 (ῥόμβος

στερεός) と呼ぶ。

← 立体扇形
立体菱形 →

仮定 1　同じ両端を持つ線のうち，直線が最小である。

仮定 2　一平面上にあり同じ両端を持つ直線以外の線のうち，次のようなものは不等である。す

なわち，両端が同じ向きに凹であり，一方の曲線全部が，それと同じ両端を持つ他方の曲線と両端

を結ぶ線分に囲まれるか，または，ある部分が囲まれ，ある部分は共通である場合である。そして

囲まれるほうがより小さい。

仮定 3　同様に，同じ限界を一平面上に持つ面のうち，平面が最小である。

仮定 4　同じ限界を一平面上に持つ平面以外の面のうち，次のようなものは不等である。すなわ

ち，両面が同じ向きに凹であり，一方の曲面全部が，同じ限界を持つ他方の曲面と限界である平面
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によって囲まれるか，または，ある部分が囲まれ，ある部分は共通である場合である。そして囲ま

れるほうがより小さい。

仮定 5　なお不等な線や不等な面や不等な立体のうち，より大きい方がより小さいほうにまさる

超過量は，それ自身が何度か加えられると，互いに比較される量のうちから任意に定められた量を

越えることができる。

この「仮定 5」はいわゆる「アルキメデスの公理」あるいは「エウドクソス・アルキメデスの公

理」と呼ばれているもの。

ユークリッド『原論』では次のような表現になっている。

第 5巻定義 4「何倍かされて互いに他より大きくなり得る二量は，相互に比をもつといわれる。」

第 10巻命題 1「二つの不等な量が定められ，もし大きいほうの量からその半分より大きい量が引

かれ，残りからまたその半分より大きい量が引かれ，これがたえずくりかえされるならば，最初

に定められた小さいほうの量よりも小さいなんらかの量が残されるにいたるであろう。」

命題 1　もし多角形が円の周りに外接されると，外接多角形の周囲は円の周囲より大きい。

図のように多角形が円の周りに外接されたとせよ。その多角形の周囲が円の周囲より大きいと主張

する。
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Δ
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B

命題 2　 2つの不等な量が与えられているとき，より大きな線分がより小さな線分に対して，よ

り大きな量がより小さな量に対するよりも小さな比を持つように，2つの不等な線分を見出すこと

ができる。

AB，Δを 2つの不等な量とし，ABを大きいとせよ。述べられた条件を満たす 2つの不等な線分を見

出すことができると主張する。

E

H

Z

A

Γ

B

Θ

Δ

命題 3 　 2 つの不等な量と円が与えられているとき，外接多角形の辺が内接多角形の辺に対し

て，より大きな量がより小さな量に対するよりも小さな比を持つように，円に多角形を内接させ，

別の多角形を外接させることができる。
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与えられた 2つの量 A，Bと，図のような与えられた円があるとせよ。条件を満たすことができると

主張する。
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命題 4　再び，2つの不等な量と扇形が与えられているとき，外接多角形の辺が内接多角形の辺

に対して，より大きな量がより小さな量に対するよりも小さな比を持つように，扇形に多角形を外

接させ，別の多角形を内接させることができる。

再び 2 つの不等な量 E，Z があるとし，E がより大きいとせよ。そして中心として Δ を持つある円

ΑΒΓがあるとし，Δの所で扇形 ΑΔΒが作られたとせよ。そこで，条件を満たすように，ΒΔ，ΔΑ

を除いて，等しい辺を持つ多角形を扇形 ΑΒΔに外接させ，(別の多角形を) 内接させることが要求さ

れている。

E

Z

A

B

Δ

Γ

H

K

Θ

K

ΘΛ

Ξ

AN

ΠO
M

Δ

Γ

B

命題 5　円と 2つの不等な量が与えられているとき，外接多角形が内接多角形に対して，より大

きな量がより小さな量に対するよりも小さな比を持つように，円に多角形を外接させ，別の多角形

を内接させること。

円 Aと 2つの不等な量 E，Zがとられたとし，Eがより大きいとせよ。そこで命令されたことが生じ

るように円に多角形を内接し，別の多角形を外接することが要求されている。

A
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Γ

Δ

H

命題 6　 2つの不等な量と扇形が与えられているとき，外接多角形が内接多角形に対して，より

大きな量がより小さな量に対するよりも小さい比を持つように，扇形に多角形を外接させ，別の多

角形を内接させることが可能であることも同様に証明する。
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A B

ここに引用した訳文は朝日出版社版［4］によるものであるが，中央公論社版［6］では「 ... 扇形

の回りに一つの多角形を外接させ，それに相似なほかの多角形を内接させて，... 」と，両多角形

の相似性が明示されている。

なお，いずれの文献においても，添付されている図では (上図のように) 相似な 5角形が描かれて

いる。

命題 7　もし等脚円錐に，等辺多角形を底面に持つ角錐が内接されると，底面を除いた角錐の表

面は，その底面の周囲に等しい底辺と，その頂点から底面の一辺に引かれた垂線を高さに持つ三角

形に等しい。

底面が円 ΑΒΓである等脚円錐があるとし，その中に，底面として等辺三角形 ΑΒΓを持つ角錐が内接

されたとせよ。その表面は，底面を除いて，上で述べられたような三角形に等しいと主張する。
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a
b

c

Δ
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B Γ

c

Δ

命題 8　もし等脚円錐の周りに角錐が外接されると，底面を除いた角錐の表面は，その底面の周

囲に等しい底辺と，円錐の母線を高さに持つ三角形に等しい。

底面が円 ΑΒΓである円錐があるとし，角錐の底面，すなわち，多角形ΔΕΖが円 ΑΒΓの周りに外接

されるように，角錐が外接されたとせよ。底面を除いた角錐の表面が，今述べられた三角形に等しい

と主張する。
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Δ

A B

ZΓE
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命題 9　もしある等脚円錐の底面である円に直線が交わり，その両交点から円錐の頂点に直線が

引かれると，円に交わる直線と頂点へ結ばれた直線によって囲まれた三角形は，頂点へ結ばれた二

直線の間の円錐の表面より小さいであろう。

円 ΑΒΓが等脚円錐の底面であり，Δが頂点であるとせよ。そして底面にある直線 ΑΓが引かれたと

せよ。そして頂点から Α，Γへ，ΑΔ，ΔΓが結ばれたとせよ。三角形 ΑΔΓは，ΑΔ，ΔΓの間の円

錐の表面より小さいと主張する。

Δ

B

E Z

A Γ

Θ

Δ

A

Γ

命題 10　もし円錐の底面である円に，円と同じ平面上で 2接線が引かれ，それらが互いに交わ

るとき，接点と交点から円錐の頂点へと直線が引かれると，接線と円錐の頂点へと結ばれた直線に

よって囲まれた両三角形の和は，それらによって切り取られた円錐面より大きい。

円 ΑΒΓが底面で，点 Εが頂点である円錐があるとし，同じ平面内で接線 ΑΔ，ΓΔが引かれたとし，

円錐の頂点である点 Εから，Α，Δ，Γへと ΕΑ，ΕΔ，ΕΓが結ばれたとせよ。三角形 ΑΔΕ，ΔΕΓ

の和は，線分 ΑΕ，ΓΕと弧 ΑΒΓの間の円錐面より大きいと主張する。
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Θ
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ΔA B

Γ

命題 11　もし直円柱の側面上に 2直線があるなら，それらの直線の間の円柱の面は，円柱面上

の 2直線とそれらの限界を結ぶ線分によって囲まれた平行四辺形より大きい。

底面が円 ΑΒ で，対する上面が円 ΓΔ である直円柱があるとし，ΑΓ，ΒΔ が結ばれたとせよ。線分

ΑΓ，ΒΔによって切り取られる円柱面が，平行四辺形 ΑΓΒΔより大きいと主張する。
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命題 12　もしある直円柱の側面上に 2直線があり，それらの直線の限界から，円柱の底面であ

る円に，円と同じ平面上に 2つのある接線が引かれ，それらが交わるとき，それらの接線と円柱の

母線によって囲まれる 2つの平行四辺形の和は，円柱面上の 2直線の間の円柱の面より大きいであ

ろう。

円 ΑΒΓをある直円柱の底面とし，Α，Γを限界とする 2直線が円柱面上にあり，Α，Γから円への 2

接線が円と同じ面上で引かれ，それらが Ηで交わるとせよ。そして円柱の上面でも，円柱面上の 2直

線の限界から，円への 2接線が引かれると考えよ。それらの接線と円柱の母線によって囲まれる (2つ

の) 平行四辺形の和は，円柱の弧 ΑΒΓに沿った面より大きいということが証明されるべきである。
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A Γ
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系 1　もし等脚円錐の中に角錐が内接されると，底面を除いた角錐の表面は，円錐の表面より小

さい。また，もし等脚円錐の周りに角錐が外接されると，底面を除いた角錐の表面は，底面を除い

た円錐の表面より大きい。

系 2　もし直円柱の中へ角柱が内接されると，平行四辺形から成る角柱の表面は，底面を除いた

円柱の表面より小さい。また，もし直円柱の周りに角柱が外接されると，平行四辺形から成る角柱

の表面は，底面を除いた円柱の表面より大きい。

命題 13　任意の直円柱の底面を除いた表面は，その半径が，円柱の母線と円柱の底面の直径と

の比例中項であるような円に等しい。

円 Αをある直円柱の底面とし，ΓΔが円 Αの直径に，ΕΖが円柱の母線に等しいとせよ。そして Ηが

ΔΓ，ΕΖの比例中項であり，半径が Ηに等しい円 Βが作られたとせよ。円 Βが，底面を除いた円柱

の表面に等しいということが証明されるべきである。
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命題 14　任意の等脚円錐の底面を除いた表面は，その半径が，円錐の母線と，円錐の底面であ

る円の半径との比例中項になるような円に等しい。

底面が半径 Γ の円 Α であるような等脚円錐があるとし，Δ が円錐の母線に等しいとせよ。そして Ε

が，Γ，Δの比例中項であり，円 Βが Εに等しい半径を持つとせよ。円 Βが，底面を除いた円錐の表

面に等しいと主張する。

A
Γ
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Δ

B

命題 15　任意の等脚円錐の表面は，その底面に対して，円錐の母線が，円錐の底面の半径に対

するのと同じ比を持つ。

底面が円 Αである等脚円錐があるとし，Βが円 Αの半径に等しく，Γが円錐の母線に等しいとせよ。

円錐の表面が円 Αに対して，Γが Βに対するのと同じ比を持つことが証明されるべきである。

命題 16　もし等脚円錐が底面に平行な平面によって切られると，2つの平行な平面のあいだに

ある円錐の表面は，その半径が，平行な 2平面のあいだの円錐の母線と，平行な 2平面内の円の半

径の和に等しい線分との比例中項であるような円に等しい。

軸を通る三角形が ΑΒΓであるような円錐があるとし，底面に平行な平面によって切られ，断面ΔΕを

作るとせよ。そして ΒΗが円錐の軸であり，その半径が ΑΔと，ΔΖ，ΗΑの和との比例中項であるよ

うなある円が取られ，その円を Θとせよ。円 ΘがΔΕ，ΑΓの間の円錐の表面に等しいと主張する。
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Λ
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K

Δ E

A Γ

レンマ 1　等しい高さを持つ円錐は底面に比例する。また，等しい底面を持つ円錐はその高さに

比例する。

レンマ 2　もし円柱が底面に平行な平面によって切られると，円柱はその軸に比例する。

レンマ 3　円柱と同じ底面を持つ円錐は，円柱に比例する。
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レンマ 4　等しい円錐の底面はその高さに反比例する。また，底面がその高さに反比例するよう

な円錐は等しい。

レンマ 5　その底面の直径が軸に比例するような円錐は，互いに底面の直径の立方に比例する。

命題 17　もし 2つの等脚円錐があり，一方の円錐の表面が他方の円錐の底面に等しく，前者の

底面の中心からその円錐の母線へ引いた垂線が，後者の高さに等しいならば，この 2つの円錐は等

しいであろう。

2 つの等脚円錐 ΑΒΓ，ΔΕΖ があるとし，ΑΒΓ の底面は ΔΕΖ の表面に等しいとせよ。そして高さ

ΑΗは，底面の中心 Θから円錐の母線，すなわちΔΕへ引かれた垂線 ΚΘに等しいとせよ。両円錐が

等しいと主張する。
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命題 18　 2つの等脚円錐からなる任意の立体菱形は，その立体菱形をなす一方の円錐の表面に

等しい底面と，他方の円錐の頂点から前者の円錐の母線へ引かれた垂線に等しい高さを持つような

円錐に等しい。

その底面が直径 ΒΓの周りの円で，高さの和が ΑΔの 2つの等脚円錐からなる立体菱形 ΑΒΓΔがあ

るとせよ。そして円錐 ΑΒΓ の表面に等しい底面と，点 Δ から ΑΒ またはその延長線へ引かれた垂

線 ΔΖに等しい高さを持つもう 1つのある円錐 ΗΘΚが作られたとせよ。そして円錐 ΘΗΚの高さが

ΘΛとせよ。そこで ΘΛはΔΖに等しい。この円錐が立体菱形に等しいと主張する。
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命題 19　もし等脚円錐が底面に平行な平面によって切られ，切り口の円上に底面の中心を頂点

として持つ円錐が描かれ，こうしてできた立体菱形が円錐全体から取り去られるならば，周りに残

された立体は，平行な 2平面の間の円錐の表面に等しい底面と，底面の中心から円錐の母線へ引か

れた垂線に等しい高さを持つような円錐に等しいであろう。

等脚円錐 ΑΒΓ があるとし，底面に平行な平面によって切られたとせよ。そして断面 ΔΕ を作り，底

面の中心が Ζであるとせよ。そして直径ΔΕの周りの円上に，Ζを頂点に持つ円錐が描かれたとせよ。

すると 2つの等脚円錐から成る立体菱形 ΒΔΖΕができるであろう。そこで，その底面が ΔΕ，ΑΓの

間の表面に等しく，高さが点 Ζから ΑΒへ引かれた垂線 ΖΗに等しいようなある円錐 ΚΘΛが作られ

たとせよ。もし円錐 ΑΒΓから立体菱形 ΒΔΖΕが取り去られたとすると，円錐 ΘΚΛは周りに残され

た部分に等しくなるであろうと主張する。
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命題 20　もし 2つの等脚円錐から成る立体菱形の一方の円錐が，その底面に平行な平面によっ

て切られ，切り口の円上に他方の円錐と同じ頂点を持つ円錐が描かれ，こうしてできた立体菱形が，

立体菱形全体から取り去られるならば，周りに残された立体は，平行な 2平面の間の円錐の表面に

等しい底面と，後者の円錐の頂点から前者の円錐の母線へ引かれた垂線に等しい高さを持つような

円錐に等しいであろう。

2つの等脚円錐から成る立体菱形 ΑΒΓΔがあり，一方の円錐が底面に平行な平面によって切られたと

し，断面として ΕΖを作るとせよ。そして直径 ΕΖの周りの円上に，点 Δを頂点として持つ円錐が描

かれたとせよ。すると立体菱形 ΕΒΔΖ ができるであろう。それが立体菱形全体から取り去られたと

し，ΑΓ，ΕΖの間の円錐面に等しい底面を持ち，点 Δから ΒΑ，またはその延長線に引かれた垂線に

等しい高さを持つある円錐 ΘΚΛが作られたとせよ。円錐 ΘΚΛが，上で述べた周りに残された立体

に等しいと主張する。
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命題 21　もし円に，偶数個の辺を持つ等辺多角形が内接され，多角形の 2辺によって張られる

任意の 1つの弦に平行になるように，多角形の頂点を結ぶ直線が引かれるならば，それらすべての

結合線の和は，円の直径に対して，多角形の辺の数の半分より 1つだけ少ない数の辺によって張ら

れる弦が，多角形の 1辺に対するような比を持つ。

円ΑΒΓΔがあり，その中に多角形ΑΕΖΒΗΘΓΜΝΔΛΚが内接されたとせよ。そして ΕΚ，ΖΛ，ΒΔ，

ΗΝ，ΘΜが結ばれたとせよ。すると，それらは多角形の 2辺によって張られる弦に平行であることは

明らかである。これらすべての和が，円の直径に対して，ΓΕが ΕΑに対するのと同じ比を持つと主張

する。
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命題 22　もし円の切片に，底辺を除くほかの辺が等しく，かつ偶数個の辺を持つ多角形が内接

され，切片の底辺に平行に，多角形の頂点を結ぶ直線が引かれるならば，それらすべての引かれた

線と底辺の半分との和は，その切片の高さに対して，円の直径の一端から多角形の辺の一端へ結ば

れた線分が，多角形の 1辺に対するのと同じ比を持つ。

円 ΑΒΓΔの中に，ある直線 ΑΓが引かれたとし，切片 ΑΒΓの中に，底辺を除くほかの辺が偶数個で

かつ等しいような多角形が ΑΓ上に内接されたとせよ。そして切片の底辺に平行な ΖΗ，ΕΘが結ばれ

たとせよ。ΖΗ，ΕΘ，ΑΞの和が ΒΞに対するように，ΔΖが ΖΒに対すると主張する。
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命題 23　もし球の大円に，辺の数が 4で割り切れるような等辺多角形が内接され，円の直径が

固定され，(それを軸として) 多角形を含む円が回転して，その動きはじめた同じところに再びもど

るならば，球に内接された図形の表面は球の表面より小さいであろう。

球の大円 ΑΒΓΔがあり，その中に，等辺多角形が内接され，そしてその多角形の辺が 4で割り切れる

とせよ。そして ΑΓ，ΔΒ を直径とせよ。もし直径 ΑΓ が固定されて，(それを軸にして) 多角形を含

む円 ΑΒΓΔが回転すると，その円周は球の表面上を動き，点 Α，Γを除く多角形の頂点は，球の表面

上に円 ΑΒΓΔに垂直に描かれた円の周囲に沿って動くであろうことは明らかである。そして，それら

の円の直径は，ΒΔ に平行に多角形の頂点を結ぶ線分になるであろう。また，多角形の辺はある円錐

に沿って動くであろう。すなわち，ΑΖ，ΑΝは，底面が直径 ΖΝの円で，頂点が点 Αの円錐面上を，

ΖΗ，ΜΝは，底面が直径ΜΗの円で，頂点が ΖΗ，ΜΝの延長と ΑΓ (の延長) との交点であるよう

なある円錐面上を，辺 ΒΗ，ΜΔは，底面が円 ΑΒΓΔに垂直な直径 ΒΔの円で，頂点が ΒΗ，ΔΜの

延長と ΓΑ (の延長) との交点であるような円錐面上を動くであろう。同様に，もう一方の半円内の辺

も，上と同様な円錐面上を動くであろう。その時，上述のような円錐面に囲まれた球の内接図形の表

面は，球の表面より小さいであろう。
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命題 24　球の中に内接された図形の表面は，その半径の平方が，内接図形の辺と，多角形の 2

辺によって張られる弦に平行に多角形の頂点を結ぶすべての線分の和によって囲まれる長方形に等

しいような円に等しい。

球の中に大円 ΑΒΓΔ があり，そこに辺の数が 4 で割り切れる等辺多角形が内接されたとせよ。そし

て，その内接多角形から (前と同じように) 球への内接立体が作られるとせよ。そして 2辺によって張

られる弦に平行な ΕΖ，ΗΘ，ΓΔ，ΚΛ，ΜΝが結ばれたとせよ。そして，その半径の平方が，ΑΕと，

ΕΖ，ΗΘ，ΓΔ，ΚΛ，ΜΝの和に等しい線分に囲まれた長方形に等しいようなある円 Ξが作られたと

せよ。この円が，球へ内接された図形の表面に等しいと主張する。
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命題 25　球に内接され，円錐面によって囲まれた立体の表面は，球の大円の 4倍より小さい。

球の中に大円 ΑΒΓΔがあるとし，そこに辺の数が 4で割り切られるような等辺多角形が内接されたと

せよ。そしてその内接多角形から (前と同じようにして) 円錐面によって囲まれた表面が作られるとせ

よ。内接立体の表面が球の大円の 4倍より小さいと主張する。
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命題 26　球に内接され，円錐面に囲まれた立体は，底面として球に内接された図形の表面に等

しい円を持ち，高さとして球の中心から多角形の 1辺に引かれた垂線に等しい線分を持つような円

錐に等しい。

球と，その中の大円 ΑΒΓΔがあるとし，その他については前と同じであるとせよ。そして，底面とし

て球の中に内接された図形の表面を持ち，高さとして球の中心から多角形の 1辺に引かれた垂線に等

しい線分を持つ直円錐 Ρがあるとせよ。円錐 Ρが，球に内接された図形に等しいことが証明されるべ

きである。
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命題 27　球に内接され，円錐面に囲まれた立体は，球の大円に等しい底面を持ち，球の半径に

等しい高さを持つ円錐の 4倍より小さい。

A

Z

Γ
Χ

Δ

B

Ξ Ρ

命題 28　もし球の大円に，その辺の数が 4で割り切れるような等辺多角形が外接され，円の直

径が固定され，(それを軸として) 円を含む多角形が回転して，その動きはじめた同じところに再び

もどるとき，球の外接図形の表面は，球の表面より大きいであろう。
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命題 29 　その半径の平方が，多角形の 1 辺と，多角形の 2 辺を張る弦の 1 つに平行に頂点を
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結ぶすべての線分によって囲まれた長方形に等しいような円は，球の周りの外接図形の表面に等

しい。

命題 24における図でいうならば，(半径)2 = ΑΖ (ΕΖ+ΗΘ+ ΓΔ+ΚΛ+ΜΝ) ということ。

命題 30　球の周りに外接された図形の表面は，球の大円の 4倍より大きい。
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命題 31 　底面として外接図形の表面に等しい円を持ち，球の半径に等しい高さを持つ円錐は，

より小さい球の周りに外接された図形に等しい。

命題 30における図でいうならば，小さい方の球 ΑΒΓΔに外接している正 12角形 ΑΒΓΔを回転

させてできる立体の表面に等しい円が底面で，球の半径 ΧΣが高さであるような円錐が，外接立

体に等しいということ。

系　より小さい球の周りの外接図形は，底面として球の大円を持ち，高さとして球の半径を持つ

円錐の 4倍より大きい。

命題 32　もし球に前と同じように，相似多角形からつくられた図形が内接され，別の図形が外

接されると，外接図形の表面は内接図形の表面に対して，大円の周りの外接多角形の 1辺が，同じ

円への内接多角形の 1辺に対する比の平方比を持つ。そして外接立体は内接立体に対して，その比

の立方比を持つ。

球の中に円 ΑΒΓΔがあるとし，その中に等辺多角形が内接され，その辺の数は 4で割り切れるとし，

内接多角形に相似な多角形が円のまわりに外接されるとせよ。そして外接多角形の各辺は，内接多角形

の辺で切り取られた円周の中点で円と接するとせよ。そして外接多角形を囲む円の，互いに垂直な直

径 ΕΗ，ΖΘがあるとし，それらは直径 ΑΓ，ΒΔと同じ位置に置かれているとせよ。そして，ΖΒΔΘ

に平行な，多角形の相対する頂点を結ぶ線分が考えられたとせよ。そこで，直径 ΕΗが固定されたま

ま，円の周囲の周りの多角形が回転させられると，球の中に内接図形と外接図形ができるであろう。そ

のとき，外接図形の表面は内接図形の表面に対して，ΕΛ が ΑΚ に対する比の平方比を持ち，外接図

形が内接図形に対して，その同じ比の立方比を持つことが証明すべきことである。
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命題 33　任意の球の表面は，その大円の 4倍である。

なぜなら，ある球があり，円 Α が，その大円の 4 倍であるとせよ。円 Α が球の表面に等しいと主張

する。
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なぜなら，もしそうでないなら，より大きいか，より小さいかである。そこでまず，球の表面が円 Α

より大きいとせよ。すると，球の表面と円 Αという 2つの異なる量がある。そこで，より大きい線分

がより小さい線分に対して，球の表面が円 Αに対するより小さい比を持つように，2つの異なる線分

を取ることが可能である。線分 Β，Γが取られたとせよ。そして線分Δが，Β，Γの比例中項とせよ。

さらに球が，円 ΕΖΗΘに沿った中心を通る平面によって切られたと考えよ。そしてまた，外接多角形

が内接多角形に相似であり，外接多角形の辺が内接多角形の辺に対して，線分 ΒがΔに対するよりも

小さい比を持つように，円に多角形が内接され，外接されるとせよ。すると，球の周りに外接された

図形の表面は，内接図形の表面に対して，球の表面が円 Αに対するよりも小さな比を持つ。これは不

合理である。なぜなら，外接図形の表面は球の表面より大きく，内接図形の表面は円 Αより小さいか

ら。したがって，球の表面は円 Αより大きくない。

そこで次に，小さくないと主張する。もし可能なら，より小さいとせよ。前と同様に，線分 Βが Γに

対して，円 Αが球の表面に対するより小さな比を持つように線分 Β，Γが見いだされたとせよ。そし

て線分 Δ が，Β，Γ の比例中項とせよ。そして再び，外接多角形の辺が内接多角形の辺に対して，Β

の Δに対する比より小さな比を持つように，内接され，外接されるとせよ。すると，外接図形の表面

は，内接図形の表面に対して，円 Αが球の表面に対するよりも小さい比を持つ。これは不合理である。

なぜなら，外接図形の表面は，円 Αより大きいし，内接図形の表面は，球の表面より小さいから。し

たがって，球の表面は円 Αより小さくない。そして大きくもないと証明された。それゆえ，球の表面

は，円 Α，すなわち，大円の 4倍に等しい。

命題 34　任意の球は，球の大円に等しい底面を持ち，球の半径に等しい高さを持つ円錐の 4倍

である。
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ある円があり，その中に大円 ΑΒΓΔがあるとせよ。そのとき，もし球が上で述べられた円錐の 4倍で

ないなら，可能なら，4倍より大きいとせよ。そして円 ΑΒΓΔの 4倍の底面を持ち，球の半径に等し

い高さを持つ円錐 Ξ があるとせよ。すると球は円錐 Ξ より大きい。そこで，球と円錐 Ξ という 2 つ

の異なる量があるであろう。すると，大きい線分が小さい線分に対して，球が円錐 Ξに対するよりも

小さい比を持つように，2つの異なる線分が取れる。そこで，線分 Κ，Ηがそうだとし，そして Κが

Ι を，Ι が Θ を，Θ が Η を等しいだけ互いに凌駕するように，線分 Ι，Θ が取られたとせよ。また，

円 ΑΒΓΔに多角形が内接されたと考えよ。そして，その辺の数は 4で割り切れるとせよ。そして前と

同じように，内接多角形に相似な別の多角形が外接されたと考えよ。そして，外接多角形の辺が内接

多角形の辺に対して，線分 Κが Ιに対するよりも小さな比を持つとせよ。そして直径 ΑΓ，ΒΔは互

いに垂直とせよ。そこで，もし直径 ΑΓ が固定され，多角形を含む平面が回転されると，球への内接

立体と外接立体とができるであろう。そして，外接立体は内接立体に対して，外接多角形の辺が，円

ΑΒΓΔの内接多角形の辺に対する比の立方比を持つであろう。ところで，外接多角形の辺は内接多角

形の辺に対して，線分 Κが線分 Ιに対するよりも小さな比を持つ。したがって，外接立体は内接立体

に対して，Κの Ιに対する比の立方比より小さな比を持つ。また，線分 Κは Ηに対して，Κが Ιに対

する比の立方比より大きな比を持つ。したがって，外接立体は内接立体に対して，線分 Κが Ηに対す

る比よりさらに小さな比を持つ。ところで，線分 Κは Ηに対して，球が円錐 Ξに対するよりも小さ

な比を持つ。それゆえ，外接立体は内接立体に対して，球が円錐 Ξに対するよりさらに小さい比を持

つ。そして (第 2項と第 3項を) いれかえてみよ。それは不可能である。なぜなら，外接立体は球より

大きく，内接立体は円錐 Ξより小さいから。それゆえ球は上で述べられた円錐の 4倍より大きくない。

もし可能なら，4倍より小さいとせよ。そこで球は円錐 Ξより小さい。そこで，線分 Κが Ηより大き

く，Κ が Η に対して，円錐 Ξ が球に対するより小さい比を持つように，線分 Κ，Ηが取られたとせ

よ。そして線分 Θ，Ιが前と同じように取られたとせよ。そして，外接多角形の辺が内接多角形の辺に

対して，線分 Κ が Ι に対するより小さな比を持つように，多角形が円 ΑΒΓΔ に内接され，他の多角

形が外接されたと考えよ。そして他のことは，前と同様に作図されるとせよ。そこで再び，外接立体

は内接立体に対して，円 ΑΒΓΔの周りに外接された多角形の辺が，内接多角形の辺に対する比の立方

比を持つであろう。そして外接多角形の辺は，内接多角形の辺に対して，線分 Κが Ιに対するより小

さな比を持つ。したがって，外接立体は内接立体に対して，線分 Κが Ιに対する比の立方比より小さ

い比を持つであろう。ところで，線分 Κは Ηに対して，Κが Ιに対する比の立方比より大きな比を持

つ。その結果，外接立体は内接立体に対して，線分 Κが Ηに対するより小さな比を持つ。ところで，

線分 Κは Ηに対して，円錐 Ξが球に対するより小さな比を持つ。それゆえ，外接立体は内接立体に

対して，円錐 Ξ が球に対するよりさらに小さい比を持つ。そして第 2 項と第 3 項をいれかえてみよ。

それは不可能である。なぜなら，内接立体は球より小さく，外接立体は円錐 Ξより大きいから。それ

ゆえ，球は，円 ΑΒΓΔ に等しい底面を持ち，球の半径に等しい高さを持つ円錐の 4 倍より小さくな

い。そして，大きくもないことが証明された。それゆえ 4倍である。

系　底面として球の大円を持ち，球の直径に等しい高さを持つ任意の円柱は，球の 1倍半 (3/2

倍) であり，その表面は，底面も含めて，球の表面の 1倍半 (3/2倍) であることが明らかである。
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命題 35　球の切片に内接された図形の表面は，その半径の平方が，大円の切片に内接された多

角形の 1辺と，切片の底辺に平行な線分すべてと切片の底辺の半分の和に等しい線分によって囲ま

れた長方形に等しいような円に等しい。

球と，底面が ΑΗの周りの円である球の切片があるとし，ΑΗΘが大円で，辺 ΑΗを除いて，偶数個

の辺の多角形 ΑΓΕΘΖΔΗがあるとせよ。そして，その半径の平方が，辺 ΑΓと，ΕΖ，ΓΔの全部と

底辺の半分，すなわち，ΑΚとの和によって囲まれた長方形に等しい円 Λが取られたとせよ。その円

が，内接図形の表面に等しいことが証明されるべきである。

Θ

E Z

Γ Δ

A HK

命題 36　もし球の大円の切片に，その底辺を除いて等辺な多角形が内接され，直径が固定され，

(それを軸として) 多角形を含む円が回転して，その動きはじめた同じところに再びもどるならば，

球に内接された図形の表面は球の切片の表面より小さいであろう。

中心を通らない平面によって球が切られたとし，切られた平面に垂直な円 ΑΕΖがあり，切片 ΑΒΓの

中に，底辺 ΑΒを除いて等辺な多角形が内接されたとせよ。そこで前と同様に，もし ΓΖ が固定され

たまま，その図形が回転すると，頂点Δ，Ε，Α，Βは直径ΔΕ，ΑΒの円周に沿って動き，切片の各

辺は円錐面に沿って回転する。すると，底辺として直径 ΑΒを，頂点として点 Γを持つ，円錐面に囲

まれた立体図形ができるであろう。そこで前と同様に，それは，囲んでいる球の表面より小さな表面

を持つであろう。

Γ
Δ E

A B

Z

命題 37　球の切片に内接された図形の表面は，その半径が，切片の頂点から切片の底面である

円の周囲に引かれた線分に等しいような円より小さい。
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球があり，その中に大円 ΑΒΕΖ があり，その球の中に，底面が直径 ΑΒ の円であるような切片があ

るとせよ。そして残りは前と同じとせよ。ΘΛが球の直径で，ΛΕ，ΘΑが結ばれたとき，その半径が

ΑΘに等しい円Μがあるとせよ。円Μが，内接図形の表面より大きいことが証明されるべきである。

Θ
E Z

Γ Δ

A B
K

Λ

M

命題 38　円錐面によって囲まれた，半球より小さな球の切片の中の内接図形と，底面としてそ

の図形と同じ底面を持ち，頂点として球の中心を持つ円錐との和は，底面としてその図形の表面に

等しい円を持ち，高さとして球の中心から多角形の 1辺へ引かれた垂線に等しい線分を持つ円錐に

等しい。

球があり，その中に大円と，半円より小さい切片 ΑΒΓ と，中心 Ε があるとせよ。そして切片 ΑΒΓ

の中に，前と同様に，ΑΓを除いて偶数個の辺を持つ多角形が内接されたとせよ。そして，ΒΛが固定

され，球が回転し，円錐面によって囲まれたある図形を作るとせよ。そして直径 ΑΓの周りの円上に，

頂点として球の中心を持つ円錐が作られたとせよ。そして，底面として内接図形の表面に等しい円を

持ち，高さとして中心 Εから多角形の 1辺へ引かれた垂線に等しい線分を持つ円錐 Κが取られたとせ

よ。円錐 Κが円錐面に囲まれた図形と円錐 ΑΕΓの和に等しいことが証明されるべきである。

B
H Θ

Z Δ

A Γ

E

Λ

K

系　底面として，その半径が切片の頂点から切片の底面である円の周囲へ引かれた線分に等しい

円を持ち，高さとして球の半径に等しい線分を持つ円錐は，内接図形と円錐の和よりも大きいこと

は明らかである。

命題 39　球の切片に外接された図形の表面は，球の切片の表面よりも大きい。

球があり，その中に大円 ΑΒΓがあるとし，ΑΒが切り離す，半円より小さい切片があるとせよ。そし

て点 Δを中心とせよ。中心 Δから Α，Βへ ΑΔ，ΔΒが結ばれたとし，できた扇形の周りに多角形

が外接され，その周りに円が外接されたとせよ。すると，それは円 ΑΒΓと同じ中心を持つであろう。

そこで，もし ΕΚ が固定されて，多角形が回転して，その動きはじめた同じところに再びもどると，

外接円は球の表面に沿って動くであろう。そして多角形の頂点は，その直径が，ΑΒに平行に多角形の

頂点を結ぶ線分であるような円を描くであろう。そして，多角形の各辺が小さい方の球に接する点は，

その直径が ΑΒに平行に接点を結ぶ線分であるような円を，より小さい球の中に描くであろう。そし
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て各辺は，円錐の表面に沿って動くであろう。すると，その底面が，ΖΗの周りの円であるような，円

錐の表面によって囲まれた外接立体ができるであろう。そこで，今述べた図形の表面は，その底面が

ΑΒの周りの円である，より小さい (球の) 切片の表面より大きい。

E

ΓΘ Λ

M N

Z H
A B

Δ

K

系　球の切片の周りの外接図形の表面は，その半径の平方が，多角形の 1辺と，多角形の頂点を

結ぶ線分の和と今述べた多角形の底辺の半分によって囲まれた長方形に等しいような円に等しいこ

とも明らかである。

命題 40　球の切片に外接された図形の表面は，その半径が，切片の頂点から切片の底面である

円の周へ引かれた線分に等しいような円より大きい。
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系 1　球の切片の周りに外接された図形と，その底面が直径 ΚΛの円で，頂点が中心である円錐

の和は，その底面が外接図形の表面に等しく，高さが中心から辺へ引かれた垂線に等しい円錐に等

しくなる。

系 2　外接図形と円錐との和は，その半径がより小さい球の切片の頂点から切片の底面である円

の周囲へ引かれた線分に等しいような円を底面として持ち，半径に等しい線分を高さとして持つ円

錐より大きいことも明らかである。

命題 41　球の切片への外接図形の表面は，相似な内接図形の表面に対して，外接多角形の 1辺

が内接多角形の 1辺に対する比の平方比を持つ。そして外接図形と，切片と同じ底面で頂点が球の

中心である円錐の和は，内接図形と，切片の同じ底面で頂点が球の中心である円錐の和に対して，

上の比の立方比を持つ。

球とその中に大円と，半円より小さい切片 ΑΒΓがあるとし，中心を Δとせよ。そして扇形 ΑΒΓに

偶数個の辺を持つ (等辺) 多角形が内接されたとし，それに相似な多角形が外接されたとせよ。そし
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て，それらの各辺が平行であり，外接図形の周りに円が外接されたとせよ。そして前と同様に，ΗΒが

固定されたまま，円が回転して，円錐面に囲まれた図形を作ったとせよ。外接図形の表面が内接図形

の表面に対して，外接多角形の辺が内接多角形の辺に対する比の平方比を持ち，それらの図形とそれ

ぞれの円錐との和は，同じ比の立方比を持つことが証明されるべきである。
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Δ
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命題 42　半球より小さい球の任意の切片の表面は，その半径が，切片の頂点から球の切片の底

面である円の周囲に引かれた線分に等しいような円に等しい。

球と，その大円 ΑΒΓと，その中に，底面が，円 ΑΒΓに垂直な ΑΓのまわりの円であるような，半球

より小さい切片があるとせよ。そして，その半径が線分 ΑΒ に等しい円 Ζ を取るとせよ。そのとき，

切片 ΑΒΓの表面が円 Ζに等しいことを証明するべきである。

B

A Γ

Δ
Z

もしそうでないなら，切片の表面が円 Ζより大きいとせよ。そして中心Δが取られたとせよ。そして

Δと Α，Γを結ぶ線分を延長せよ。すると，切片の表面と，円 Ζという 2つの異なる量があるから，

外接多角形が内接多角形に対して，球の切片の表面が円 Ζに対するよりも小さい比を持つように，等

辺で偶数個の辺を持つ多角形が扇形 ΑΒΓに内接されたとせよ。そして，それに相似な別の多角形が外

接されたとせよ。それから前と同様に，円が回転されると，円錐面によって囲まれた 2つの立体がで

きるであろう。1つは外接立体であり，もう 1つは内接立体である。そして外接立体の表面は，内接立

体の表面に対して，外接多角形が内接多角形に対するように対するであろう。なぜなら，それらの比

の各々は，外接多角形の辺が内接多角形の辺に対して持つ比の平方比であるから。ところで，外接多

角形は内接多角形に対して，上述の切片の表面が円 Ζに対するより小さい比を持ち，また，外接多角

形の表面は，その切片の表面より大きい。それゆえ，内接立体の表面は，円 Ζより大きい。これは不

可能である。なぜなら，上述の内接立体の表面は，円 Ζより小さいことが証明されたから。

次に，円 Ζ が切片の表面より大きいとせよ。そこで，相似な多角形が外接され，内接されたとせよ。

そして，外接多角形が内接多角形に対して，円 Ζ が切片の表面に対するより小さい比を持つとせよ。

すると円 Ζの表面は切片の表面より大きくない。そして，小さくもないことが証明された。したがっ

て，等しい。
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命題 43　たとえもし切片が半球より大きいとしても，同様にその表面は，その半径が，頂点か

ら切片の底面である円の周囲に引かれた線分に等しいような円に等しい。

B

A Δ

Γ

命題 44　任意の立体扇形は，立体扇形に沿った球の切片の表面に等しい底面を持ち，球の半径

に等しい高さを持つような円錐に等しい。

球と，その中に大円 ΑΒΔがあるとし，中心を Γとせよ。そして底面として，弧 ΑΒΔに沿った表面

に等しい円を持ち，ΒΓに等しい高さを持つ円錐があるとせよ。立体扇形 ΑΒΓΔが，上述の円錐に等

しいことが証明されるべきである。

B

A Δ

Γ Θ

Λ Z H E

もしそうでないなら，立体扇形が円錐より大きいとせよ。そして上で述べたような円錐 Θがあるとせ

よ。すると，立体扇形と円錐 Θという 2つの異なる量があるので，2線分 Λ，Εが見出されて，Λが

Εより大きいとし，Λが Εに対して，立体扇形が円錐に対するよりも小さい比を持つようにしたとせ

よ。そして，線分 Λが Ζを，Ζが Ηを，Ηが Εを，等しいだけ凌駕するように，2つの線分 Ζ，Ηが

取られたとせよ。そして，外接多角形の辺が内接多角形の辺に対して，線分 Λが Ζに対するよりも小

さい比を持つように，円の平面扇形の周りに，等辺で偶数個の辺を持つ多角形が外接されたとし，そ

れに相似な多角形が内接されたとせよ。そして前と同様に，円を回転して，円錐面によって囲まれた 2

つの立体が作られたとせよ。すると，頂点として点 Γを持つ円錐と外接立体の和は，その円錐と内接

立体の和に対して，外接多角形の辺が内接多角形の辺に対して持つ比の立方比を持つ。ところで，外

接多角形の辺は内接多角形の辺に対して，線分 Λが Ζに対するよりも小さい比を持つ。それゆえ，上

述の立体の比は，線分 Λの Ζに対する比の立方比より小さい比を持つであろう。ところで，線分 Λは

Εに対して，線分 Λの Ζに対する比の立方比より大きな比を持つ。したがって，立体扇形に外接され

た立体図形は，内接立体に対して，線分 Λ が Ε に対するより小さな比を持つ。ところで，線分 Λ は

Εに対して，立体扇形が円錐 Θに対するより小さい比を持つ。したがって，立体扇形は円錐 Θに対し

て，立体扇形に外接された立体が内接立体に対するよりも大きな比を持つ。そして (第 2項と第 3項)

をいれかえてみよ。ところで外接立体図形は，その切片より大きい。したがって，立体扇形の中の内

接立体は，円錐 Θより大きくなる。これは不可能である。なぜなら，それは，そのような円錐より小

さいと前に証明されたから。それゆえ，立体扇形は円錐 Θより大きくない。

さて次に，円錐 Θが立体扇形より大きいとせよ。再び同様に，線分 Λが Εより大きいとして，Λが

Εに対して，円錐 Θが立体扇形に対するより小さい比を持つとせよ。そして同様に，その差が前と同
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じように，線分 Ζ，Η が取られたとせよ。そして，平面扇形の周りに外接された，偶数個の辺を持つ

多角形の辺が内接多角形の辺に対して，線分 Λが Ζに対するより小さな比を持つとせよ。すると同様

に，立体扇形の周りの外接立体が内接立体に対して，線分 Λが Εに対するよりも小さい比を持ち，そ

して円錐 Θが立体扇形に対するより小さい比を持つことが証明されるであろう。ところで，立体扇形

はそれへの内接立体より大きい。したがって，円錐 Θ は外接立体より大きい。これは不可能である。

［それゆえ，円錐 Θは立体扇形よりと大きくない。］それゆえ，立体扇形は円錐 Θに等しい。
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球と円柱について　第 2巻

Περὶ Σϕαίρας καὶ Κυλίνδρου

De Spahera et Cylindro

命題 1［問題］　第 2 (の問題) は，円錐あるいは円柱が与えられたとき，その円錐あるいは円柱

に等しい球を見出すこと，である。

与えられた円錐あるいは円柱が Αであり，図形 Αに等しい球が Βであるとする。円錐あるいは円柱

Αより半分だけ大きい円柱 ΓΖΔが，そして球 Βより半分だけ大きく，その底面は直径 ΗΘのまわり

に描かれた円であり，さらに軸 ΚΛは球 Βの直径に等しい，円柱が描かれたとする。それゆえ，円柱

Εは円柱 Κに等しい。

A B

Z

Γ
E

Δ

Λ

H
K

Θ

M

N

A A

Z

Γ ΔE
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円柱 Ε と円柱 Κ は等しいから，その底面積と高さは反比例する。したがって，ΚΛ = ΗΘ であ

ることから，ΓΔ2 : ΗΘ2 = ΚΛ : ΕΖ = ΗΘ : ΕΖとなる。

ここで，ΗΘ2 = ΓΔ ×ΜΝ となるような線分 ΜΝ を定めたとすると，ΓΔ : ΗΘ = ΗΘ : ΜΝ

· · · 1⃝ となる。さらに，ΗΘ : ΕΖ = ΓΔ2 : ΗΘ2 = ΓΔ2 : ΓΔ×ΜΝ = ΓΔ : ΜΝとなる。これ

から，ΓΔ : ΗΘ = ΜΝ : ΕΖ · · · 2⃝ がいえる。

それゆえ， 1⃝， 2⃝から，ΓΔ : ΗΘ = ΗΘ : ΜΝ = ΜΝ : ΕΖとなる。すなわち，ΗΘ，ΜΝは ΓΔ

と ΕΖの間の 2つの比例中項となる。

したがって，与えられた円錐あるいは円柱に対して，体積がその 3/2倍の円柱をつくり，その円

柱の底面の直径と高さの間の 2つの比例中項を見出し，そのうちの底面の直径に近い方の値を直

径とする球をつくれば，その球が求める球になる，はず。

例えば，Α を底面の半径が r = 3，高さが h = 4 の円柱とすると，円柱 Ε は底面の直径が

ΓΔ = 2r = 2× 3 = 6，高さが ΕΖ = (3/2)h = (3/2)× 4 = 6となる。そして，それらの間の比

例中項を求めると，ΗΘ = ΜΝ = 6が得られる。よって，ΗΘ = 6を直径，すなわち R = 3を

半径，とする球が求める球 Βとなる。実際，円柱 Αの体積は VΑ = π× 33 × 4 = 36πで，円柱

Εの体積は VΕ = π× 32 × 6 = 54π = (3/2)VΑ，球 Βの体積は VΒ = (4/3)× π× 33 = 36πで

ある。

また，Αが底面の半径が r = 6，高さが h = 3である円錐の場合は，体積 3/2倍の円柱 Εは底面の

直径が ΓΔ = 2r = 12，高さが ΕΖ = (1/2)h = (1/2)× 3 = 3/2となる。これらの間の比例中項
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はΗΘ = 6，ΜΝ = 3であるから，求める球 Βの半径としてR = 6÷2 = 3とすればよい。実際，

それぞれの立体の体積は VΑ = (1/3)×π×62×3 = 36π，Vε = π×62×(3/2) = 54π = (3/2)VΑ，

VΒ = (4/3)× π× 33 = 36πである。

なお，「第 1の問題」は「序文」中に現れる問題で，「球が与えられたとき，その球の表面に等し

い平面領域を見出すこと」というもの。

命題 2　球の任意の切片は，その切片と同じ底面を持っており，さらに，その高さは，切片の高

さに対して，球の半径と残りの切片の高さと［の和］が残りの切片の高さに対するのと同じ比を持

つ線分であるような，円錐に等しい。

球と，その中に大円があるとし，その直径を ΑΓ とせよ。そして，球が線分 ΑΓ に垂直に取られ

た線分 ΒΖ を通る平面によって切られるとせよ。そして，［大円の］中心を Θ とせよ。そして，

ΘΑ+ΑΕ : ΑΕ = ΔΕ : ΓΕとせよ。そしてさらに，ΘΓ+ ΓΕ : ΓΕ = ΚΕ : ΕΑとせよ。そして，直

径 ΒΖのまわりに描かれた円［の上］に，頂点として点 Κ，Δを持っている円錐がつくられるとせよ。

私は，円錐 ΒΔΖが点 Γがおかれた方の球の切片に，さらに円錐 ΒΚΖが点 Αがおかれた方の切片に

等しい，と言う。

K
A

Θ E Γ
Δ

B

Z

系　球のすべての切片は，その切片と同じ底面と等しい高さを持っている円錐に対して，球の半

径と残りの切片の高さと［の和］が残りの切片の高さに対するのと同じ比を持つことは明らかで

ある。

命題 3［問題］　第 3の問題はこうである。球が与えられたとき，切片の表面が互いに与えられ

た比を持つように，平面によって［その球を］切断すること。

ΑΔΒΕを球の大円とし，その直径を ΑΒとせよ。そして，線分 ΑΒに垂直な平面が取られ，切断面の

円 ΑΔΒΕにおけるその平面が線分ΔΕになり，線分 ΑΔ，ΒΔが引かれるとせよ。

A

B

Δ
Γ

E

H

Z

与えられた比を Ζ : Ηとするとき，ΑΓ : ΒΓ = Ζ : Ηとなるような点 Γを通り，大円 ΑΔΒΕに

垂直な平面によって切断すればよい。

切片 ΑΔΕの表面は半径が ΑΔの円に等しいことなどによる。

命題 4［問題］　球が与えられたとき，球の切片が互いに与えられた比を持つように，［平面に

よってその球を］切断すること。
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与えられた球を ΑΒΓΔとせよ。それゆえ，それを，球の切片が互いに与えられた比を持つように，平

面によって切断すべきである。

Λ
Δ K Χ B Θ Ρ

Z

A

Γ

Π

Σ

与えられた比を Π : Σ (ただし，Π > Σ) とする。直径 ΔΒ の延長上に ΚΒ = ΒΖ となる点 Ζ

をとり，さらに，線分 ΒΖ 上に ΘΖ : ΘΒ = Π : Σ となる点 Θ をとる。そして，線分 ΒΔ 上に

ΧΖ : ΘΖ = ΒΔ2 : ΔΧ2 となる点 Χをとり，その点 Χを通り，直径 ΒΔに垂直な平面で与えら

れた球を切断すればよい，という。

例えば，半径が r = 60の球を Π : Σ = 3 : 1に分割したいとすると · · · · · ·
まず，ΘΖ : ΘΒ = 3 : 1とすると，ΒΖ = 60より，ΘΖ = 45，ΘΒ = 15となる。

次に，ΒΧ = xと表すと，ΧΖ : ΘΖ = ΒΔ2 : ΔΧ2 は (x+ 60) : 45 = 1202 : (120− x)2 という

ことになる。この式を展開して整理すると，x3 − 180x2 + 216000 = 0となる。これから xを求

めると x = 39.1622186 · · ·，すなわち ΒΧ ≒ 39が得られる。

さて，切片に等しい円錐を求めるために，(ΚΔ + ΔΧ) : ΔΧ = ΡΧ : ΧΒ とすると，ΔΧ =

ΒΔ − ΒΧ = 120 − 39 = 81 より，141 : 81 = ΡΧ : 39 ということだから，ΡΧ = 611/9 =

67.888 · · · ≒ 68が得られる。また，(ΚΒ+ΒΧ) : ΒΧ = ΛΧ : ΧΔとすると，99 : 39 = ΛΧ : 81

より，ΛΧ = 2673/13 = 205.6153 · · · ≒ 206となる。

それゆえ，切片 ΑΔΓ : 切片 ΑΒΓ = 円錐 ΑΛΓ : 円錐 ΑΡΓ = ΛΧ : ΡΧ ≒ 206 : 68 =

3.0294 · · · : 1ということになる。
ちなみに，ΒΧ = 39.2とすると，ΡΧ = 68.3089 · · ·，ΛΧ = 204.4734 · · · となるから，ΡΧ = 68，

ΛΧ = 204にとれば 3 : 1である。

命題 5［問題］　与えられた［ある］球の切片に相似であり，与えられた別の同じもの［別の球の

切片］に等しい，球の切片を作図すること。

与えられた 2つの球の切片を ΑΒΓ，ΕΖΗとせよ。そして，切片 ΑΒΓの底面が直径 ΑΒのまわりに

描かれた円で，頂点が点 Γであり，さらに，切片 ΕΖΗの底面が直径 ΕΖのまわりに描かれた円で，頂

点が点 Η であるとせよ。それゆえ，切片 ΑΒΓ に等しく，切片 ΕΖΗ に相似な，切片がつくられるべ

きである。
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与えられた 2つの切片ΑΒΓ，ΕΖΗについて，それらの切片の球の大円をそれぞれΑΓΒΝ，ΕΗΖΟ，

それらの直径を ΓΝ，ΗΟ，それらの中心を Π，Σとする。まず，ΠΝ+ ΝΤ : ΝΤ = ΧΤ : ΤΓ，

ΣΟ+ΟΦ : ΟΦ = ΩΦ : ΦΗとなる点 Χ，Ωを定める。

次に，ΩΦ : ΕΖ = ΧΤ : Δとなる線分 Δを定め，線分 ΑΒと Δの間の 2つの比例中項 ΘΚ，ς

(ΑΒ : ΘΚ = ΘΚ : ς = ς : Δ) を求める。

そして，線分 ΘΚの上に円の切片 ΕΖΗに相似な円の切片 ΚΘΛをつくり，その切片を基に完全

な円 ΚΛΘΞをつくる。この円 ΚΛΘΞを回転してできる球の切片 ΚΘΛが求める切片となる，と

いう。

命題 6［問題］　同じであろうと同じでなかろうと，2つの球の切片が与えられたとき，与えら

れた一方［の切片］には相似であり，そして，その表面が他方の切片の表面に等しいような，球の

切片を見出すこと。

弧 ΑΒΓ，ΔΕΖ の中に描かれた球の切片が与えられたとせよ。弧 ΑΒΓ の中に描かれた切片が見出さ

れるであろう切片に相似であり，さらに，弧ΔΕΖの中に描かれた切片が探し求められた切片の表面に

等しい表面を持つべきである。
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与えられた 2つの球の切片について，それらの球の大円をそれぞれ ΑΒΓΘ，ΔΕΖΗとし，直交

する 2線分 ΑΓ，ΒΘの交点を Πとする。

まず，ΒΓ : ΕΖ = ΒΘ : ΛΝとなる線分 ΛΝを定め，その線分 ΛΝを直径とする円を描く。そし

て，その円を回転させて球をつくる。

次に，線分 ΛΝ上に，ΘΠ : ΠΒ = ΝΡ : ΡΛとなる点 Ρをとり，その点 Ρを通り，線分 ΛΝに

垂直な平面で先程つくった球を切断すれば，切片 ΚΛΜが得られる。この切片 ΚΛΜが求める切

片となる，という。

命題 7［問題］　与えられた球から，切片がその切片と同じ底面と等しい高さを持っている円錐

に対して与えられた比を持つように，平面によって切片を切り出すこと。

与えられた球が，その大円が ΑΒΓΔ であり，さらに，その直径が ΒΔ であるとせよ。それゆえ，球

を ΑΓを通って引かれた平面によって，球の切片 ΑΒΓが円錐 ΑΒΓに対して与えられた比を持つよう

に，切断すべきである。
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与えられた球の大円を ΑΒΓΔとし，その直径を ΒΔ，中心を Εとする。そして，与えられた比

を ΘΚ : ΚΛ とする。ただし，この比は 3 : 2 より大きいものとする。このとき，(ΕΔ +ΔΒ) :

ΔΒ = 3 : 2だから，ΘΚ : ΚΛ > (ΕΔ+ΔΒ) : ΔΒとなる。

さて，ΘΛ : ΛΚ = ΕΔ : ΔΖとなるように点 Ζを定め，その点 Ζを通って，線分 ΒΔに垂直な

線分を ΑΓとする。そして，線分 ΑΓを含み，線分 ΒΔに垂直な平面で与えられた球を切断して

できる切片 ΑΒΓが求める切片である，という。

命題 8　もし球が中心を通らずに引かれた平面によって切断されるならば，大きい方の切片は小

さい方［の切片］に対して，大きい方の切片の表面が小さい方［の切片］の表面に対して持ってい

る比の 2倍よりは小さく，さらに，1倍半よりは大きい比を持つ。

球があるとし，その大円が ΑΒΓΔ，直径が ΒΔ であり，そして，［その球が］線分 ΑΓ を通って円

ΑΒΓΔに垂直な平面によって切断されるとし，球の大きい方の切片を ΑΒΓとせよ。私は，切片 ΑΒΓ

が ΑΔΓに対して，大きい方の切片の表面が小さい方［の切片］の表面に対する比の 2倍よりは小さ

く，さらに，1倍半よりは大きい比を持つ，と言う。
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命題 9　等しい表面によって囲まれる，球のすべての切片のうちで最大のものは半球である。

［ある］球の大円を ΑΒΓΔ，その直径を ΑΓ とし，別の球の大円を ΕΖΗΘ，その直径を ΕΗ とせよ。

そして，一方の球は中心を通る，しかし，他方は中心を通らない，平面によって切断されるとせよ。切

断している平面が直径 ΑΓ，ΕΗに垂直であり，線分 ΔΒ，ΖΘにおいて切断するとせよ。
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上の図で，ΓΞ : ΓΚ = ΜΑ : ΑΚ，ΑΡ2 = ΑΚ× ΓΞ = (1/2)ΑΒ2 である。

また，ΕΝ = ΕΛ，ΕΖ = ΑΒである。
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螺線について
Περὶ ῾Ελίκων

De Lineis Spiralibus

定義 (序文中)　もし直角円錐切断［放物線］がその直径を固定したままで，直径を軸として，回

転されるならば，その直角円錐切断によって囲まれた図形は円錐状体と呼ばれるとせよ。そして，

もし［ある］平面が円錐状体に接し，接している［その］平面に平行な別の平面が円錐状体の何ら

かの切片を切り離すならば，切り離している平面は切り離された切片の底面と，さらに，そこにお

いて［元の］平面が円錐状体に接する，点は頂点と呼ばれるとせよ。

放物線
　回転　−−−−−→ 円錐状体

頂点

底面

接平面

もし直線が，その一方の端点を固定したままで，平面の上を一様に回転させられて再び，そこか

ら回転が始められた，同じ位置に戻され，そして，同時に，［直線が］回転させられる間に，何らか

の点が固定された端点から始めてその直線自身の上を一様に前進させられるならば，その点はその

平面上で螺線を描くであろう。

2 π
O X

P

A

命題 1　もし任意の直線の上の何らかの点がそれ自身の上を一様に運ばれ，その上に 2つの直線

［線分］がとられるならば，とられたそれらの直線［線分］はその点が通り過ぎた時間と同じ比を持

つであろう。

なぜならば，何らかの点が直線 ΑΒ の上を一様に運ばれるとし，その上に 2 つの直線 ΓΔ，ΔΕ がと
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られるとせよ。さらに，その点が直線 ΓΔを通り過ぎた時間が ΖΗ，直線ΔΕ［を通り過ぎた時間］が

ΗΘであるとせよ。ΓΔ : ΔΕ = ΖΗ : ΗΘであることが証明されなければならない。

A Γ Δ E B

Λ Z H Θ K

命題 2　もし 2つの点が，それら自身がそこにある，任意の直線の上を一様に運ばれ，そして，

いずれの直線の上にも 2つの直線がとられ，それらの直線の前者も後者も等しい時間にそれらの点

によって通り過ぎられるとするならば，とられたそれらの直線は互いに同じ比を持つであろう。

直線 ΑΒ の上にある何らかの点がそれ自身の上を一様に運ばれ，そして，直線 ΚΛ の上にある何ら

かの点も同様であるとせよ。さらに，直線 ΑΒ の上に 2 つの直線 ΓΔ，ΔΕ が，直線 ΚΛ の上に直

線 ΖΗ，ΗΘ がとられ，直線 ΑΒ の上を運ばれる点が，直線 ΚΛ の上を運ばれるもう 1 つの点が直

線 ΖΗ を通り過ぎるのと，同じ時間に直線 ΓΔ を通り過ぎるとせよ。そしてまた，同様に，直線 ΔΕ

を，もう 1 つの［点が］直線 ΗΘ を通り過ぎるのと，同じ時間に［第 1 の］点が通り過ぎるとせよ。

ΓΔ : ΔΕ = ΖΗ : ΗΘであることが証明されなければならない。

A Γ Δ E B

Λ Z H Θ K

M N Ξ

命題 3　任意個数の円が与えられると，それらの円の周囲［の和］より大きくなるような直線を

とることができる。

命題 4　 2つの不等な線，［すなわち］直線と円の周囲，が与えられると，与えられた線の大き

い方よりは小さく，小さい方よりは大きくなるような直線をとることができる。

命題 5　円およびその円に接している直線が与えられると，円の中心から接している直線に，接

している直線と円の周囲の間におかれた直線が半径に対して，接している点と延長された直線の間

におかれた円の周囲が与えられた任意の円の周囲に対するのと，同じ比を持つような直線を引くこ

とができる。

与えられた円を ΑΒΓとして，その中心を Κとし，ΔΖが Βにおいてその円に接するとせよ。さらに，

与えられた任意の円の周囲があるとせよ。それゆえ，任意の与えられた周囲より大きい直線をとるこ

とができ［るから］，Εが与えられた周囲より大きいとせよ。さらに，中心 Κから直線 ΔΖに平行な

直線 ΑΗが引かれ，直線 Εに等しい，点 Βの方に傾いている，直線 ΗΘが描かれるとし，点 Κから

Θに引かれた直線が延長されるとせよ。それゆえ，ΘΖ : ΘΚ = ΒΘ : ΘΗであろう。

Δ B Z

Θ

A
K Γ H

E

命題 6　円およびその円の中に直径より小さい直線が与えられると，円の中心からその［円の］

周囲の方に［引かれる］，円の中で与えられた直線を切断している，直線［の中］で，［円の］周囲
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と円の中に与えられた直線とに挟まれた直線［ΒΕ］が，その直線の端点から，円の中に与えられた

直線の両方の端点まで引かれた，［円の］周囲の方に引かれる直線［ΒΓ］ �� それは［円の］周囲

の中にある �� に対して，与えられた比［Ζ : Η］を持つようなものが �� もし与えられた比が円

の中に与えられた直線の半分の部分が中心からそれに対して垂直に引かれた直線に対して持ってい

るそれより小さければ �� 描かれるようにすることができる。

与えられた円が ΑΒΓ であるとして，その中心が Κ，その中において与えられた直径より小さい直線

が ΓΑであるとし，Ζ : Ηが持っている比が ΓΘ : ΚΘ �� ΚΘは［直線 ΓΑに］垂直に引かれた直線

�� が持っているそれより小さいとせよ。さらに，中心から直線 ΑΓに平行な直線 ΚΝが，そして，

ΚΓに垂直な直線 ΓΛが引かれるとせよ。· · ·［中略］· · · ΕΒ : ΒΓ = Ζ : Ηであろう。

B

A Θ Γ
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K Λ N

Z

H

命題 7　同様のものが与えられ，そして，円の中におかれた直線が延長されると，中心から延長

された直線の方に［引かれる］直線［の中］で，［円の］周囲と延長された直線との間にあるその直

線［の部分］［ΕΙ］が，円の中に含まれた直線の端点から延長された［直線の］端点の方に引かれる

直線［ΙΓ］に対して，与えられた比［Ζ : Η］を持つようなものが �� もし与えられた比が円の中に

与えられた直線の半分の部分が中心からそれに垂直に引かれた直線に対して持っているそれより大

きければ �� 描かれるようにすることができる。

同様に与えられたとして，円の中におかれた直線が延長され，与えられた比 Ζ : Ηが ΓΘ : ΘΚより大

きいとせよ。· · ·［中略］· · · ΕΙ : ΙΓ = Ζ : Ηであろう。

A
Θ

Γ E

I

B
K N Λ

H

Z

命題 8　円とその円の中にある直径より小さい直線，そして，円の中に与えられたその直線の端

点においてその円に接している別の直線が与えられると，円の中心から与えられた直線の方に［引

かれる］直線［の中］で，円の周囲と円の中に与えられた直線との間に切り取られるその［直線の］

部分が切り取られた接している直線の部分に対して，与えられた比を持つようなものが �� もし

与えられた比が円の中に与えられた直線の半分の部分が中心からそれに引かれた垂直な直線に対し

てているそれより小さければ �� 描かれるようにすることができる。

与えられた円が ΑΒΓΔ であるとして，その中に与えられた，直径より小さい，直線が ΓΑ，点 Γ に

おいて円に接する直線が ΞΛ であり，ΓΘ : ΘΚ より小さい与えられた比が Ζ : Η であるとせよ。そ

れゆえまた，もし ΘΓ に平行な直線 ΚΛ が引かれるならば，Ζ : Η < ΓΚ : ΓΛ であろう。それゆえ，
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ΚΓ : ΓΞ = Ζ : Ηであるとせよ。それゆえ，ΞΓ > ΓΛであろう。点 Κ，Λ，Ξを通る円の周囲が描か

れるとせよ。· · ·［中略］· · · ΒΕ : ΙΓは Ζ : Ηと同じ比を持つ。
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命題 9　同様のものが与えられ，そして，円の中におかれた直線が延長されると，円の中心から

延長された直線の方に［引かれる］直線［の中］で，［円の］周囲と延長された直線との間におかれ

た直線が，接している直線の，接点の方に切り取られる，部分に対して，与えられた比を持つよう

なものが �� もし与えられた比が円の中に与えられた直線の半分の部分が中心からそれに引かれ

た垂直な直線に対してているそれより大きければ �� 描かれるようにすることができる。

与えられた円が ΑΒΓΔであるとして，その中に直径より小さい直線 ΓΑが与えられ，直線 ΞΓが点 Γ

において円に接するとし，ΓΘ : ΘΚ より大きい与えられた比が Ζ : Ηであるとせよ。それゆえまた，

Ζ : Η > ΚΓ : ΓΛであろう。それゆえ，ΚΓ : ΓΞ = Ζ : Ηであるとせよ。· · ·［中略］· · · ΒΕ : ΙΓは

Ζ : Ηと同じ比を持つ。

M

N

Δ
Ξ

A
Θ

Γ E

I

B

K Λ

H

Z

命題 10　もし，次々と互いに等しい空間だけ超えていく，任意個数の直線が与えられ，そして，

その超過分は最小のものに等しく，そしてさらに，それらに等しい数の別の直線が与えられ，さら

に，大きさにおいてそのそれぞれが最大のものに等しければ，最大の直線に等しいもの［すべて］

の平方［の和］と，最大のものの平方と，最小の直線と超過分が互いに等しい空間であるすべての

直線が同時に［とられたものとで］囲まれた長方形［の 3つのもの］が加えられたものは，超過分

が互いに等しい空間である直線すべての平方［の和］の 3倍に等しいであろう。

次々と互いに等しい空間だけ超えていく任意個数の直線が Α，Β，Γ，Δ，Ε，Ζ，Η，Θであるとし，

Θが超過分であるとせよ。そして，直線 Βに直線 Θに等しい直線 Ιが付け加えられ，さらに，Γに直
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線 Ηに等しい直線 Κが，さらに，Δに直線 Ζに等しい直線 Λが，さらに，Εに直線 Εに等しい直線

Μが，さらに，Ζに直線Δに等しい直線 Νが，さらに，Ηに直線 Γに等しい直線 Ξが，さらに，Θ

に直線 Βに等しい直線 Οが付け加えられるとせよ，それゆえ，つくられる直線は互いに最大の直線に

等しいであろう。それゆえ，直線 Αの，および，付け加えられることによってつくられる，それらす

べての直線の平方［の和］，それに，直線 Αの平方，および，直線 Θとすべての直線 Α，Β，Γ，Δ，

Ε，Ζ，Η，Θとが同時に［とられたものとで］囲まれた長方形［の 3つのものの和］が，直線 Α，Β，

Γ，Δ，Ε，Ζ，Η，Θのすべての平方［の和］の 3倍に等しいことが証明されなければならない。

A

I

B

K

Γ

Λ

Δ

M

E

N

Z

Ξ

H

O

Θ

θを最小のものとすると，超過分も θであるということだから，与えられた数列は初項 a1 = θ，

公差 d = θの等差数列ということになる。それゆえ，第 n項は an = nθとなる。さて，この数

列の初項から第 n項までを考えると，最大項は末項の第 n項である。そして，何らかのものを付

け加えてつくられる新しい数列はすべての項が最大項に等しく，項数は同じく nである。

この命題の主張は，

n (an)
2 + (an)

2 + a1 (a1 + a2 + · · ·+ an) = 3
{
(a1)

2 + (a2)
2 + · · ·+ (an)

2}
すなわち，

n (nθ)2 + (nθ)2 + θ (θ+ 2θ+ · · ·+ nθ) = 3
{
(θ)2 + (2θ)2 + · · ·+ (nθ)2

}
あるいは，

(n+ 1)n2 + 1 · (1 + 2 + · · ·+ n) = 3
(
12 + 22 + · · ·+ n2

)
ということ。

系　このことから，［互いに］等しい最大の直線の平方のすべて［の和］は，互いに等しい空間だ

け超えていく直線の平方の［すべての和の］3倍よりはずっと小さく，しかし，最大のものの平方

を除いた残りの［ものの平方の和の］3倍よりはずっと大きい，ことは明らかである。

そしてまた，もし，互いに超えていく空間に等しいそれらも，，最大のものに等しいそれらも，類

似の形がすべての直線の中に構成されるならば，直線において最大のものに等しい形［のすべての

和］は，直線において互いに超えていく空間に等しいものとして構成された形の［すべての和の］

3倍よりはずっと小さく，しかし，最大のものとして構成されたものを除いた残りの［ものの和の］

3倍よりはずっと大きい。

3
{
(θ)2 + · · ·+ ((n− 1)θ)2

}
< n (nθ)2 < 3

{
(θ)2 + · · ·+ ((n− 1)θ)2 + (nθ)2

}
あるいは，

3
{
12 + · · ·+ (n− 1)2

}
< n3 < 3

{
12 + · · ·+ (n− 1)2 + n2

}
ということ。

命題 11　もし，次々と等しい空間が互いに超えていく，任意個数の直線が定められ，そして同

様に，数においては互いに超えていく空間に等しい直線より 1つだけ少なく，そして，大きさにお
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いてはそのそれぞれが最大のものに等しい，別の直線が定められるならば，最大のものに等しい直

線の平方のすべて［の和］は，互いに超えていく空間に等しい直線の平方［の和］，および，最小の

ものの平方［との和］に対しては，最大のものの平方が，最大のものと最小のものとで囲まれた長

方形と，最大のものが最小のものを超える超過分の平方の 3分の 1との両方［の和］に等しい空間

に対するより小さい比を持ち，しかし，互いに超えていく空間に等しい直線の平方［の和］と最大

のものの平方［との和］に対しては同じ比より大きい比を持つ。

直線 ΑΒが直線 ΓΔを，ΓΔが直線 ΕΖを，ΕΖが直線 ΗΘを，ΗΘが直線 ΙΚを，ΙΚが直線 ΛΜを，

ΛΜが直線 ΝΞを超えるように，次々と互いに等しい空間だけ超えていく任意個数の直線がおかれる

とせよ。そして，直線 ΓΔに超過分 1つに等しい直線 ΓΟが，さらに，直線 ΕΖに超過分 2つに等し

い直線 ΕΠが，さらに，直線 ΗΘに超過分 3つに等しい直線 ΗΡが，残りも同様に，付け加えられる

とせよ。それゆえ，つくられる直線は互いに等しく，それぞれが最大のものに等しい。それゆえ，付

け加えられてつくられた直線のすべての平方［の和］は，互いに超えている空間に等しいすべての直

線の平方のすべて［の和］と直線 ΝΞの平方［との和］に対しては，ΑΒ2 : ΑΒ×ΝΞ+ 1
3
ΝΥ2 より

小さい比を，しかし，それらの直線の平方［の和］と直線 ΑΒの平方［との和］に対しては同じ比より

大きい比を，持つことが証明されなければならない。
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いま「次々と等しい空間が互いに超えていく，任意個数の直線」を初項が a，公差が d，項数が n

の等差数列 {ak}とすると，この命題の主張は
(n− 1) (an)

2 :
{
(a2)

2 + · · ·+ (an−1)
2 + (a1)

2}
> (an)

2 : an × a1 +
1
3
(an − a1)

2

> (n− 1) (an)
2 :

{
(a2)

2 + · · ·+ (an−1)
2 + (an)

2
}

ということ。

命題に添えられた図［上図］で言うと，

(7− 1)ΑΒ2 :
(
ΛΜ2 + ΙΚ2 +ΗΘ2 + ΕΖ2 + ΓΔ2 +ΝΞ2

)
> ΑΒ2 : ΑΒ×ΝΞ+ 1

3
ΝΥ2

> (7− 1)ΑΒ2 :
(
ΛΜ2 + ΙΚ2 +ΗΘ2 + ΕΖ2 + ΓΔ2 +ΑΒ2

)
となろうか。

系　それゆえまた，もし，互いに超えていく空間に等しいそれらも，最大のものに等しいそれら

も，すべての直線において類似の形が構成されるならば，直線において最大のものに等しいものと

して構成されたものすべての形［の和］は，直線において互いに超えていく空間に等しいものとし

て構成された形と最小のものとして構成された形［との和］に対しては，最大の直線の平方が，最

大のものと最小のものとで囲まれた長方形と最大のものが最小のものを超える超過分の平方の 3分

の 1の両方に等しい形［の和］に対するよりは小さい比を持ち，しかし，同じ直線において構成さ

れた形と最大のものとして構成された形［との和］に対しては同じ比より大きい比を持つであろう。
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定義 1　もし［ある］平面の上に直線が引かれ，［その直線が］その一方の端点を固定したまま

で一様に回転させられて，再び，そこから回転が始められた，その位置に戻され，そして，その直

線が回転させられている間，何らかの点がその直線自身の上を固定している端点から始めて一様に

前進させられるならば，その点はその平面の上に螺線を描くであろう。

定義 2　それゆえ，それが回転させられいる間固定している，その直線の端点は螺線の始点と呼

ばれるとせよ。

定義 3　さらに，そこから回転が始められる直線の位置は回転の始線［と呼ばれるとせよ］。

定義 4 　直線の上を前進させられる点が最初の回転において通り過ぎたであろう［その直線上

の］線は第 1線と呼ばれるとし，第 2の回転において同じ点が通り過ぎたであろう［その直線上の

線］は第 2線と，そして，その他についても同様に回転によって名付けらるとせよ。

定義 5　さらに，最初の回転において描かれた螺線と第 1線とで囲まれた空間は第 1部分と呼ば

れるとせよ。第 2の回転によって描かれた螺線と第 2線とで囲まれる［空間］は第 2部分と呼ばれ

るとし，その他も同様に次々と同じ仕方で名付けられるとせよ。

定義 6　そして，もし螺線の始点である点から直線が引かれるならば，その直線にとってそこに

おいて回転が行われるのと同じ方向は前進方向と，反対の方向は後続方向と呼ばれるとせよ。

定義 7　そして，その中心が螺線の始点である点であり，半径が第 1線である直線である円は第

1円と呼ばれるとし，さらに，その中心は同じであり，半径が［第 1円の半径の］2倍である円は

第 2円と呼ばれるとし，その他も次々と同じ仕方で名付けられるとせよ。

O X

P

A B

左図において · · · · · ·
点 O が螺線の始点で，［半］直線

OX が回転の始線。定義 1 に述べ

られているように動く点 P が描く

渦巻線のような曲線が螺線。

点 P が最初の 1 回転をする間に直

線 OP上を動いた線分［距離］OA

が第 1 線，2 回目の 1 回転をする

間に動いた線分［距離］ABが第 2

線。

点 P の最初の 1 回転でできた螺線

と第 1 線とで囲まれた，図では斜

線をつけた，部分が第 1部分。

始点 O から引かれた直線に対し

て，直線OPが回転する方向，図で

は実線の矢印，が前進方向，反対の方向，図では斜線の矢印，が後続方向。

始点 Oを中心とし，第 1線 OAを半径とする �� だから，点 Aを通る �� 円が第 1円，半

径を 2倍の OBにした �� 点 Bを通る �� 円が第 2円。

命題 12　もし回転によって描かれた任意の螺線に対して，螺線の始点から任意個数の直線が互

いに等しい角をつくるように引かれるならば，［それらの直線は］互いに等しい空間だけ超える。

螺線があるとして，その中に直線 ΑΒ，ΑΓ，ΑΔ，ΑΕ，ΑΖが互いに等しい角をつくるとせよ。直線

ΑΒを直線 ΑΓが，直線 ΑΓを直線 ΑΔが，そして，その他も同じように，等しい空間だけ超えるこ

とが証明されなければならない。
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命題 13　もし直線が螺線に接するならば，ただ 1つの点だけで接するであろう。

螺線があるとして，その中に点 Α，Β，Γ，Δがあるとせよ。さらに，螺線の始点が点 Α，回転の始線

が直線 ΑΔであるとし，そして，別の直線 ΕΖが螺線に接するとせよ。それゆえ私は，それはただ 1

つの点だけで接する，と言う。

E

Γ
Θ H Z

B
A Δ

命題 14　もし最初の回転によって描かれた螺線に，螺線の始点である点から 2つの直線が引か

れ，それらが第 1円の周囲まで延長されるならば，螺線に引かれた直線は互いに，螺線の終端と延

長された直線の，［円の］周囲におかれた，端点との間の円の周囲と，もし［円の］周囲が螺線の終

端から前進方向の方にとられるならば，同じ比を持つであろう。

最初の回転によって描かれた螺線が ΑΒΓΔΕΘであるとして，その螺線の始点が点 Αで，回転の始線

が直線 ΘΑ であるとし，そして，ΘΚΗ が第 1 円であるとせよ。さらに，点 Α から螺線に直線 ΑΕ，

ΑΔが引かれ，それらが円の周囲の方に Ζ，Ηまで延長されるとせよ。ΑΕ : ΑΔ = ΘΚΖ : ΘΚΗで

あることが証明されなければならない。
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命題 15　しかし，もし第 2の回転によって描かれた螺線に，螺線の始点から直線が引かれるな

らば，それらは互いに，［命題 14で］それについて私たちが述べた，弧に［第 1］円の周囲全体が

加えられたものと同じ比を持つであろう。

螺線があるとして，その中に，ΑΒΓΔΘが最初の，ΘΛΕΜが第 2の，回転によって描かれたものであ

るような，線 ΑΒΓΔΘがあるとせよ。そして，螺線に直線 ΑΕ，ΑΛが引かれるとせよ。直線 ΑΛは
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直線 ΑΕに対して，［第 1］円の周囲全体が加えられた弧 ΘΚΖが［第 1］円の周囲全体が加えられた

弧 ΘΚΗに対するのと同じ比を持つことが証明されなければならない。
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命題 16　もし最初の回転によって描かれた螺線に直線が接しており，接している点から螺線の

始点である点に直線が引かれるならば，接している直線とそれに引かれた直線とが［引かれた直線

の両側に］つくる角は不等であろうし，そして，前進部分にある角は鈍角であり，後続部分にある

角は鋭角であろう。

その上に点 Α，Β，Γ，Δ，Θがある，最初の回転によって描かれた螺線があるとせよ。そして，点 Α

を螺線の始点，さらに，直線 ΑΘを回転の始線，そして，ΘΚΗを第 1円とせよ。さらに，直線 ΕΔΖ

が螺線に点Δにおいて接するとし，点Δから Αに直線ΔΑが引かれるとせよ。直線ΔΖと直線 ΑΔ

は鈍角をつくることが証明されなければならない。
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命題 17　いま，もし第 2の回転によって描かれた螺線に直線が接するとしても，同じことがい

えるであろう。

なぜならば，直線 ΕΖ が第 2 の回転によって描かれた螺線に点 Δ において接するとし，その他は上

［命題 16］と同様に定められるとせよ。それゆえ，上のように，円 ΡΝΔの周囲の前進部分にある部分

は螺線の中に落ち，後続部分にある［部分］は外に落ちるであろう。それゆえ，直線 ΑΔ，ΔΖによっ

て挟まれた角は直角ではなくて，鈍角である。

63



I

Z
Χ

Ρ

Δ
Σ

H

Γ
A Θ T

B

K

N

E

系　さらに，同様に，私たちは，もし何らかの直線が，任意の［回数の］回転によって描かれた螺

線に対してでも，その端点においてでも，接しているならば，それと接する点から螺線の始点に引

かれた直線とによってつくられた角は不等であり，そして，前進部分におかれた角は鈍角であり，

後続部分におかれたそれは鋭角であろう，ことを証明するであろう。

命題 18　もし最初の回転によって描かれた螺線に，直線が螺線の終端において接しており，螺

線の始点である点から回転の始線に対して垂直な直線が引かれるならば，引かれた直線は接してい

る［直線］の中に落ちるであろうし，接している［直線］と螺線の始点との間におかれた直線は第

1円の周囲に等しいであろう。

螺線 ΑΒΓΔΘがあるとして，点 Αを螺線の始点，直線 ΘΑを回転の始線，さらに，ΘΗΚを第 1円と

せよ。さらに，別の直線 ΘΖ が点 Θ において螺線に接していおり，点 Αから直線 ΘΑ に垂直な直線

ΑΖが引かれるとせよ。それゆえ，それは，直線 ΖΘ，ΘΑは鋭角を挟むから，直線 ΘΖの中に落ちる

であろう。それが点 Ζになるとせよ。直線 ΖΑは円 ΘΚΗの周囲に等しいことが証明されなければな

らない。
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命題 19　しかしもし第 2の回転によって描かれた螺線に，［螺線の］終端において直線が接して

おり，螺線の始点から回転の始線に垂直な直線が引かれるならば，それは接している直線の中に落

ちるであろうし，接している［直線］と螺線の始点の間におかれた直線は第 2円の周囲の 2倍の大

きさであろう。

なぜならば，螺線 ΑΒΓΘが最初の回転によって描かれたもの，ΘΕΤが第 2［の回転］によるもの，そ

して，ΘΚΗが第 1円，ΤΜΝが第 2円であるとせよ。そして，別の直線 ΤΖが点 Θにおいて螺線に

接しており，直線 ΤΑに垂直な直線 ΖΑが引かれるとせよ。それゆえ，証明されたように，それは直

線 ΤΖの中に落ちるであろうし，直線 ΑΤ，ΤΖに挟まれた角は直角であろう。直線 ΖΑは円 ΤΜΝの

周囲の 2倍の大きさであることが証明されなければならない。
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系　同様に，もし任意の［回数の］回転によって描かれた螺線に，螺線の終端において直線が接

しており，螺線の始点から回転の始線に垂直な直線が引かれ，それが接している［直線］の中に落

ちるならば，それは，回転の数に従って名付けられた円の周囲の，［回転の数と］同じ数が示すだけ

多い倍数の大きさである。

命題 20　もし最初の回転によって描かれた螺線に，螺線の終端以外において直線が接しており，

接している点から螺線の始点に直線が引かれ，そして，その中心が螺線の始点で，その半径が［そ

の］引かれた直線である，円が描かれ，そして，螺線の始点から，接している点から螺線の始点に

引かれた直線に垂直な直線が引かれるならば，それは接している直線の中に落ちるであろうし，そ

して，交わっている点と螺線の始点との間におかれた直線は，接している点と切断［点］との間に

描かれた円の周囲 �� そこにおいて，描かれた円が回転の始線を切断する，最初の回転において

おかれた点から前進方向の方にとられた周囲 �� に等しいであろう。

螺線があるとして，その中に最初の回転によって描かれた ΑΒΓΔがあり，それに直線 ΕΔΖが点Δに

おいて接しており，点Δから螺線の始点に［直線］ΑΔが引かれ，その中心が Αで，その半径が ΑΔ

である円が描かれるとせよ。さらに，これが回転の始線を点 Κにおいて切断するとせよ。そして，直

線 ΑΔに垂直な直線 ΖΑが引かれるとせよ。それゆえ，それが直線 ΖΔの中に落ちることは明らかで

ある［命題 16］。しかし，直線 ΖΑが弧 ΚΜΝΔに等しいことは証明されなければならない。
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系　さらに同様に，私たちは，もし第 2の回転によって描かれた螺線に，螺線の終端以外におい

て直線が接しており，その他は同様に定められるならば，交わっている点と螺線の始点との間に挟
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まれた，接している［直線］に出会う直線は，［ΑΔ を半径として］描かれた円の周囲と，さらには，

［上と］同じようにとられた弧において，私たちが［先に］述べた，両点の間に挟まれた弧との全体

に等しいことが証明されるであろう。そしてまた，もし任意の［回数の］回転によって描かれた螺

線に，螺線の終端以外において直線が接しており，その他は同様に定められるならば，私たちが示

した，両点の間に挟まれた直線は，描かれた円の周囲の，回転に従って名付けられた数より 1だけ

少ない数が示すだけ多い倍数の大きさと，さらには，私たちが［先に］述べた，両点の間に同じよ

うにとられた弧［との和］に等しいことも［証明されるであろう］。

命題 21　最初の回転によって描かれた螺線と，回転の始線の上にある，それらの第 1線とで囲

まれた空間がとられると，この空間の周りに，相似な扇形によって構成された，平面図形が外接さ

れ，そして，別の［平面図形］が内接されて，外接された図形が内接された［図形］を任意に与え

られた空間より小さい空間だけ超えるようにすることができる。

螺線があるとし，その中に最初の回転によって描かれた ΑΒΓΔがあるとせよ。そして，螺線の始点が

点 Θ，回転の始線が直線 ΘΑであるとし，そして，第 1円が ΖΗΙΑで，その直径 ΑΗ，ΖΙは互いに垂

直であるとせよ。それゆえ，直角や直角を囲む扇形が次々とつねに 2つの等しい部分に分割されると，

与えられた空間より小さい扇形の部分が残されるであろう［ユークリッド第 1 巻命題 1］。そして，［そ

うして］生じたものが与えられた空間より小さい扇形 ΑΘΚ であるとせよ。それゆえ，直角が，直線

ΑΘ，ΘΚが囲む角に等しい 4つの角に分割されるとし，それらの角をつくっている直線が螺線の方に

ずっと延長されるとせよ。それゆえ，そこにおいて螺線 ΘΚを切断する点が Λであるとし，その中心

が Θで，半径が ΘΛである，円が描かれるとせよ。それゆえ，それはその周囲の，前進方向にある部

分は螺線の内部に，後続部分［にある部分］は［螺線の］外部に落ちるであろう。それゆえ，その周囲

は直線 ΘΑと点 Οにおいて出会うまで描かれるとし，そして，螺線の方に引かれた直線 ΘΚの後ろに

ΟΜがあるとせよ。それゆえ，再び，そこにおいて直線 ΘΜが螺線を切断する点が Νであるとし，中

心が Θ，半径が ΘΝである円が，円の周囲が直線 ΘΚと螺線の方に ΘΜの後ろに引かれた直線に出

会うように，描かれるとせよ。そして，そこにおいて等しい角をつくっている直線が螺線を切断する，

その他のすべての点についても同様に，それぞれの周囲が前進部分の直線にも後続部分［の直線］に

も出会うように，それらの中心が Θである円が描かれるとせよ。それゆえ，空間の周りにとられた図

形は，相似な扇形によって構成された，外接されたもの，および，内接された別のものであろう。さら

に，私たちは，外接された図形は与えられた空間より小さい空間だけ内接された［図形］を超えること

を証明するであろう。
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系　さらに，このことから，私たちが述べたような空間の周りに，外接された図形が任意に与え

られた空間より小さい空間だけ超えるような［平面］図形が描かれ，そしてさらに，同じ仕方で，

空間が内接された図形を任意に与えられた空間より小さい空間だけ超えるように［平面図形が］内
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接される，ようにすることができることは明らかである。

命題 22　第 2の回転によって描かれた螺線と，回転の始線の上にある，それらの第 2線とで囲

まれた空間がとられると，その空間の周りに，相似な扇形で構成された，平面図形が外接され，そ

して，別の［平面図形］が内接されて，外接された図形が内接された［平面図形］を任意に与えら

れた空間より小さい空間だけ超えるようにすることができる。

螺線があるとし，その中に第 2 の回転によって描かれた ΑΒΓΔΕ があるとせよ。そして，点 Θ が螺

線の始点，直線 ΑΘが回転の始線，さらに，直線 ΕΑが，回転の始線の上にある，それらの第 2線で

あるとせよ。そして，円 ΑΖΗが第 2円で，その直径 ΑΓΗ，ΖΙは互いに垂直であるとせよ。
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系 1　それゆえ，外接された図形が任意に与えられた空間より小さい空間だけとられた空間を超

える，そしてさらに，とられた空間が内接された空間を任意に与えられた空間より小さい空間だけ

超える，ようにできることは明らかである。

系 2　そして同様に，任意の［回数の］回転によって描かれた螺線と，回転の始線の上にある，

それらと同じ数によって名付けられた直線とで囲まれた空間がとられると，外接された図形が任意

に与えられた空間より小さい空間だけとられた空間を超えるような平面図形が外接され，そしてさ

らに，とられた空間が内接された図形を任意に与えられた空間より小さい空間だけ超えるような

［平面図形が］内接される，ようにすることができることは明らかである。

命題 23　 1回の回転によって描かれた螺線より小さいが，その端点が螺線の始点ではない，螺

線と，螺線の始点から引かれた直線とで囲まれた空間がとられると，その空間の周りに，相似な扇

形で構成された，平面図形が外接され，そして，別の［平面図形］が内接されて，外接された図形が

任意に与えられた空間より小さい空間だけ内接された［図形］を超えるようにすることができる。

螺線 ΑΒΓΔΕがあるとし，その端点が Α，Ε，螺線の始点が Θであるとし，直線 ΑΘ，ΘΕが引かれ

るとせよ。それゆえ，その中心を Θ，半径を ΘΑとし，点 Ζにおいて直線 ΘΕに落ちる，円が描かれ

るとせよ。それゆえ，Θ におかれた角と扇形 ΘΑΖ が次々とつねに 2 つの等しい部分に分割されて，

与えられた空間より小さいものが残されるとせよ。
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系　このことから，私たちが述べたような空間の周りに，外接された図形がその空間を何であれ

与えられた空間より小さい空間だけ超えるような平面図形が外接され，そしてさらに，その空間が

内接された図形を何であれ与えられた空間より小さい空間だけ超えるような［平面図形が］内接さ

れる，ようにすることができることは明らかである。

命題 24　最初の回転によって描かれた螺線と，回転の始線の上にある，その第 1線とで囲まれ

た空間は第 1円の 3分の 1である。

螺線があるとし，その中に最初の回転によって描かれた ΑΒΓΔΕΘがあるとせよ。そして，点 Θが螺

線の始点，直線 ΘΑが，回転の始線の上にある，その第 1線であるとし，そして，ΑΚΖΗΙが第 1円

であり，その 3分の 1が，その中に文字 ϙ がある，円であるとせよ。その空間は円 ϙ に等しいことが

証明されなければならない。
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なぜならば，もしそうでないならば，より大きいか，または，より小さいかである。

はじめに，もし可能ならば，より小さいとせよ。それゆえ，螺線 ΑΒΓΔΕΘと直線 ΑΘとで囲まれた

空間の周りに，相似な扇形によって構成された平面図形が外接されて，外接された図形がその空間を，

円 ϙ がその空間を超える超過分より小さく超えるようにすることができる［命題 21］。それゆえ，［そ

のような平面図形が］外接されるとし，それらによってその図形が構成された諸扇形の最大のものが

ΘΑΚ で，最小のものが ΘΕΟ であるとせよ。それゆえ，外接された図形が円 ϙ より小さいことは明

らかである。それゆえ，点 Θに対して等しい角をつくっている諸直線が円の周囲に達するまでずっと

延長されるとせよ。それゆえ，点 Θから螺線まで引かれた諸直線があり，確かに，それらは互いに等

しい空間だけ超えていて，それらの最大のものは ΘΑで，最小のものは ΘΕであり，最小のものは超

過分に等しい。しかしまた，点 Θから円の周囲まで引かれた別の諸直線があり，確かに，それらはそ

れら［先の諸直線］と数が等しく，さらに，それぞれの大きさは最大のものに等しく，そして，相似な

それぞれの扇形の中につくられ，そして，それらにおいては互いに等しい空間だけ超えており，そし
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て，それらにおいては互いに最大のものに等しい。それゆえ，最大のものに等しい諸直線の中につく

られた諸扇形［の全体］は，互いに等しい空間だけ超えている諸直線の中につくられた諸扇形［の全

体］より 3倍大きいものより小さい。なぜなら，これは証明されているから［命題 10 系］。しかし，互

いに最大のものに等しい諸直線の中につくられた諸扇形［の全体］は円 ΑΖΗΙに等しく，さらに，互

いに等しい空間だけ超えている諸直線の中につくられた諸扇形［の全体］は外接された図形に等しい。

それゆえ，円 ΑΖΗΙは外接された図形より 3倍大きいものより小さい。さらに，［円 ΑΖΗΙは］円 ϙ

より 3倍大きい。それゆえ，円 ϙ は外接された図形より小さい。しかし，それは小さくはなく，大き

かった。［これは不合理である。］それゆえ，螺線 ΑΒΓΔΕΘと直線 ΑΘとで囲まれた空間は空間 ϙ よ

り小さくはない。
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しかし，より大きくさえない。なぜならば，もし可能ならば，より大きいとせよ。それゆえ再び，螺線

ΑΒΓΔΕΘと直線 ΑΘとで囲まれた空間に，［上で］私たちが述べた，図形が内接され，内接された図

形がその空間を，その空間が円 ϙ を超える［超過分］より小さく超えるようにすることができる［命題

21 系］。それゆえ，［そのような図形が］内接されるとし，それらによって内接された図形が構成され

た諸扇形の最大のものが ΘΡΞで，最小のものが ΟΘΕであるとせよ。それゆえ，内接された図形が円

ϙ より大きいことは明らかである。それゆえ，点 Θに対して等しい角をつくっている諸直線が円の周

囲に達するまでずっと延長されるとせよ。それゆえ再び，確かに，互いに等しい空間だけ超えている，

点 Θから螺線まで引かれた，諸直線があり［命題 12］，それらの最大のものは ΘΑで，最小のものは

ΘΕであり，そして，最小のものは超過分に等しい。加えて，同様に，点 Θから円 ΑΖΗΙの周囲まで

引かれた，それら［先のもの］と数が等しい，別の諸直線があり，さらに，それぞれの大きさは最大の

ものに等しく，それらは相似なそれぞれの扇形の中につくられ，そして，それらにおいては互いに最

大のものに等しく，そして，それらにおいては互いに等しい空間だけ超えている。それゆえ，最大の

ものに等しい諸直線の中につくられた諸扇形［の全体］は，互いに等しい空間だけ超えている諸直線

の中につくられた［扇形のうち］，最大のものの中につくられた扇形を除いた，諸扇形［の全体］より

3倍大きいものより大きい。なぜなら，これは証明されている［命題 10 系］。しかし，最大のものに等

しい諸直線の中につくられた諸扇形［の全体］は円 ΑΖΗΙに等しく，さらに，互いに等しい空間だけ

超えている諸直線の中につくられた［扇形のうち］，最大のものの中につくられた扇形を除いた，諸扇

形［の全体］は内接された図形に等しい。それゆえ，円 ΑΖΗΙは内接された図形より 3倍大きいもの

より大きい。しかし，［円 ΑΖΗΙは］円 ϙ より 3倍大きい。それゆえ，円 ϙ は内接された図形より大

きい。しかし，それは大きくはなく，実際は小さい。それゆえ，確かに，円 ϙ は螺線 ΑΒΓΔΕΘと直

線 ΑΘとで囲まれた空間より大きくはない。

それゆえ，等しい。
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x
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2πa

P θ

現代風の確認なら · · · · · ·
アルキメデスの螺線は極形式で r = a θ と表せるから，

螺線とその第 1線とで囲まれた部分 (図の斜線部) の面

積 Ss は

Ss =
1

2

∫ 2π

0

(a θ)2 dθ

=
1

2
a2

[
1

3
θ3
]2π

0

=
4

3
π3a2

となる。

一方，第 1円の半径は 2πaであるから，その面積 Sc は

Sc = π (2πa)2 = 4π3a2

である。よって，Ss =
1

3
Sc ということになる。

命題 25　第 2の回転によって描かれた螺線と，回転の始線の上にある，その第 2線とで囲まれ

た空間は第 2円に対して，7 : 12の比を持ち，それは，第 2円の半径と第 1円の半径とで囲まれた

長方形，それと，第 2円の半径が第 1円の半径を超える超過分の平方の 3分の 1［との和］が第 2

円の半径の平方に対して持つ比と同じである。

螺線があるとし，その中に第 2の回転によって描かれた ΑΒΓΔΕがあるとせよ。そして，点 Θが螺線

の始点，直線 ΘΕが，回転の始線の上にある，その第 1線，ΑΕが第 2線であるとせよ。そして，円

ΑΖΗΙ が第 2 円で，その直径 ΑΗ，ΙΖ は互いに垂直であるとせよ。螺線 ΑΒΓΔΕ と直線 ΑΕ とで囲

まれた空間は円 ΑΖΗΙに対して 7 : 12の比を持つことが証明されなければならない。

Z

B
K

A
O

E

Θ
Γ

H

Δ

Λ

I

Z

B

Ρ

A
K

E
Θ

Γ
H

O

Δ

I

系　任意の［回数の］回転によって描かれた螺線と，回転と同じ数によって名付けられた直線と

で囲まれた空間は回転と同じ数によって名付けられた円に対して，［回転と］同じ数によって名付

けられた円の半径と回転の数より 1つ少ない数によって名付けられた円の半径とによって囲まれた

長方形と，私たちが述べた，それらの［円のうち］大きい方の円の半径が小さい方の円の半径を超

える超過分の平方の 3分の 1との同時［の和］が，私たちが述べた，それらの［円のうち］大きい

方の円の半径の平方に対するのと同じ比を持つ。
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x

y

4πa2πa

第 2の回転によって描かれた螺線と螺線の

始線とで囲まれた，図の斜線の，部分の面

積 Ss は

Ss =
1

2

∫ 4π

0

(aθ)2 dθ

− 1

2

∫ 2π

0

(aθ)2 dθ

=
1

2

∫ 4π

2π

(aθ)2 dθ

=
1

2
a2

[
1

3
θ3
]4π

2π

=
28

3
π3a2

である。［より一般の場合は後述。］

一方，第 2円の面積 Sc は Sc = π (4πa)2 = 16π3a2 である。

従って，Ss : Sc =
28

3
: 16 = 7 : 12となる。

命題 26　 1回の回転によって描かれた螺線より小さく，その端点が螺線の始点ではない，螺線

と，その端点から螺線の始点に引かれた両直線とで囲まれた空間は，その半径が端点から螺線の始

点に引かれた大きい方の直線で，その弧がそれらの直線の間に，螺線の中にある同じ側の方に，お

かれた弧である扇形に対して，端点から螺線の始点に引かれた両直線に囲まれた長方形と，私たち

が述べた，直線の大きい方が小さい方を超える超過分の平方の 3分の 1と［の和］が，端点から螺

線の始点に引かれた直線の大きい方の平方に対するのと同じ比を持つ。

螺線があるとし，その中に 1回の回転によって描かれた螺線より小さい ΑΒΓΔΕがあるとし，その端

点が Α，Ε であるとせよ。さらに，螺線の始点が点 Θ であるとせよ。そして，その中心が Θ，半径

が ΘΑ である円が描かれ，直線 ΘΕ が点 Ζ においてその周囲に落ちるとせよ。螺線 ΑΒΓΔΕ と直線

ΑΘ，ΘΕとで囲まれた空間は扇形 ΑΘΖに対して，ΑΘ×ΘΕ+ 1
3
ΕΖ2 : ΘΑ2 と同じ比を持つことが

証明されなければならない。

K

ABΓ

Δ

E
O

Z

Θ

H

ABΓΔ

E

O

Z

Θ

命題 27　螺線と，回転の［始線の］上にある，直線とで囲まれた空間の，3番目のものは 2番目

のものの 2倍大きく，さらに，4番目のものは［2番目のものの］3倍大きく，さらに，5番目のも

のは［2番目のものの］4倍大きく，そして，つねに次々と続く空間は第 2の空間の，規則正しく

続く数が示すのと，同じ倍数であろうし，さらに，最初の空間は第 2の［空間の］6分の 1である。

最初の，2回目の，そして，その他の任意の回数の回転によって描かれた，［命題に］述べられた，螺

線があるとせよ。さらに，螺線の始点が点 Θであり，回転の始線が ΘΕであるとせよ。さらに，最初
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の空間が Κ，第 2［の空間］が Λ，第 3［の空間］がΜ，第 4［の空間］が Ν，第 5［の空間］が Ξで

あるとせよ。空間 Κはそれに続く空間［Λ］の 6分の 1であり，さらに，空間Μは空間 Λの 2倍の

大きさであり，さらに，空間 Νは空間 Λの 3倍の大きさであり，そして，つねに次々と続くその他の

空間は空間 Λの，規則正しく続く数が示すのと，同じ倍数であることが証明されなければならない。

Θ A B Γ Δ
E

K

Λ

M

N

Ξ

いま，空間 Κが空間 Λの 6分の 1であることを次の方法によって証明する。空間 Κ+ Λが第 2円に

対して 7 : 12の比を持つこと［命題 25］，さらに，第 2円が第 1円に対して 12 : 3の比を持つこと，

さらに，第 1円が空間 Κに対して 3 : 1の比を持つこと［命題 24］が証明されているから，それゆえ，

空間 Κは空間 Λの 6分の 1であろう。

そのうえさらに，空間Κ+Λ+Μは第 3円に対して，ΓΘ×ΘΒ+ 1
3
ΓΒ2 : ΓΘ2 という比を持つこと［命

題 25系］，さらに，第 3円は第 2［円］に対して，ΓΘ2 : ΘΒ2 という比を持つこと［ユークリッド第 12巻命

題 2］，さらに，第 2円は空間Κ+Λに対して，ΒΘ2 : ΒΘ×ΘΑ+ 1
3
ΑΒ2 という比を持つこと［命題 25］

は証明されている。それゆえまた，Κ+Λ+Μ : Κ+Λ = ΓΘ×ΘΒ+ 1
3
ΓΒ2 : ΒΘ×ΘΑ+ 1

3
ΑΒ2，

すなわち，= 19 : 7 であろう。それゆえまた，Κ + Λ + Μ : Λ + Κ = 19 : 7 である。ゆえに，

Μ : Κ + Λ = 12 : 7である［ユークリッド第 5 巻命題 17］。しかし，Κ + Λ : Λ = 7 : 6である。ゆえ

に，Μ : Λ = 12 : 6である［ユークリッド第 5 巻命題 22］。それゆえ，Μ = 2Λである。

さて，後に続く空間が次々と規則正しく続く数の比を持つことが証明されるであろう。なぜならば，

空間 Κ+ Λ+Μ+ Ν+ Ξはその半径が直線 ΘΕである円に対して，ΕΘ×ΘΔ+ 1
3
ΔΕ2 : ΘΕ2 と

いう比を持つ［命題 25 系］。さらに，その半径が ΘΕ である円はその半径が ΘΔ である円に対して，

ΘΕ2 : ΘΔ2 という比を持つ［ユークリッド第 12 巻命題 2］。さらに，その半径が ΔΘ である円は空間

Κ+Λ+Μ+Νに対して，ΘΔ2 : ΘΔ×ΘΓ+ 1
3
ΔΓ2 という比を持つ［命題 25系］。それゆえまた，

Κ+ Λ+Μ+Ν+ Ξ : Κ+ Λ+Μ+Ν = ΘΕ×ΘΔ+ 1
3
ΔΕ2 : ΔΘ×ΘΓ+ 1

3
ΔΓ2

であろうし，分離されると［ユークリッド第 5 巻命題 17］，

Ξ : Κ+ Λ+Μ+Ν = ΕΘ×ΘΔ+ 1
3
ΕΔ2 −

(
ΔΘ×ΘΓ+ 1

3
ΔΓ2

)
: ΔΘ×ΘΓ+ 1

3
ΔΓ2

であろう。しかし，ΕΘ×ΘΔ+ 1
3
ΕΔ2−

(
ΔΘ×ΘΓ+ 1

3
ΔΓ2

)
= ΕΘ×ΘΔ−ΔΘ×ΘΓ (なぜなら

ΕΔ = ΔΓだから)= ΔΘ×ΓΕである。それゆえ，Ξ : Κ+Λ+Μ+Ν = ΘΔ×ΓΕ : ΔΘ×ΘΓ+ 1
3
ΓΔ2

であろう。そして，Ν : Κ+Λ+Μ = ΘΓ×ΒΔ : ΓΘ×ΘΒ+ 1
3
ΓΒ2 であることを，私たちは同じ方法に

よって証明するであろう。それゆえ，Ν : Κ+Λ+Μ+Ν = ΘΓ×ΒΔ : ΘΓ×ΘΒ+ 1
3
ΓΒ2+ΘΓ×ΒΔ

である。しかし，ΘΓ× ΒΔ+ΘΓ×ΘΒ+ 1
3
ΓΒ2 = ΔΘ×ΘΓ+ 1

3
ΓΔ2 (なぜなら ΓΔ = ΓΒだか

ら) である。いま，Ξ : Κ+Λ+Μ+Ν = ΘΔ×ΓΕ : ΔΘ×ΘΓ+ 1
3
ΓΔ2 であり，Κ+Λ+Μ+Ν :

Ν = ΔΘ × ΘΓ + 1
3
ΓΔ2 : ΘΓ × ΔΒ である［ユークリッド第 5 巻命題 7 系］から，それゆえまた，

Ξ : Ν = ΘΔ× ΓΕ : ΘΓ×ΔΒ = ΘΔ : ΘΓ (ΓΕ = ΒΔであるから) であろう［ユークリッド第 5 巻命
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題 22］。それゆえ，Ξ : Ν = ΘΔ : ΘΓであることは明らかである。

そして，Ν : Μ = ΘΓ : ΘΒ，Μ : Λ = ΒΘ : ΑΘであることも，私たちは同じ仕方で証明するであろ

う。しかし，直線ΔΘ，ΓΘ，ΒΘ，ΑΘは規則正しく続く数の比を持つ。

k (≧ 2) を自然数とし，動径［端点を中心として，その点の周りを自由に回転させることができる半直線

のこと。］の第 (k − 1)回目の回転によって描かれた螺線と，第 k 回目の回転によって描かれた螺

線と，螺線の始線によって囲まれた部分の面積を Sk とする。例えば，k = 2なら，命題中の「空

間 Λ」の面積を表し，k = 3のときは，「空間Μ」の面積を表す。

いま，螺線を表す方程式を r = aθ とすると，

Sk =
1

2

∫ 2πk

2π(k−1)

(aθ)2dθ − 1

2

∫ 2π(k−1)

2π(k−2)

(aθ)2dθ = 8π3a2(k − 1)

となる。例えば，S2 = 8π3a2，S3 = 16π3a2，· · · · · · である。ここで，S2 を基準に考えれば，

Sk : S2 = 8π3a2(k − 1) : 8π3a2 = (k − 1) : 1であるから，S3 は S2 の 2倍，S4 は S2 の 3倍，

· · · · · ·，一般に Sk は S2 の (k − 1)倍，となる。

なお，第 1円の半径は 2πa，第 2円の半径は 4πa，第 3円の半径は 6πa，· · · · · · であるから，第
1円の面積は 4π3a2，第 2円の面積は 16π3a2，第 3円の面積は 36π3a2，· · · · · · となる。
だから，例えば，Κ+ Λ+Μと第 3円との比は， 4

3
+ 8 + 16 : 36 = 19 : 27になる。そして，

第 3 円 : 第 2 円 = 36 : 16 = 27 : 12，第 2 円 : Κ + Λ = 16 : 4
3

+ 8 = 12 : 7 であるから，

Κ+ Λ+Μ : Κ+ Λ = 19 : 7である。

θ = 0

θ = α ところで，一般に，動径が θ = 0から θ = α (ただし

α > 2π) まで回転したときに描かれる螺線 r = aθ，

および，動径 θ = α によって囲まれる部分 (左図の

斜線部) の面積 T は

T =
1

2

∫ α

0

(aθ)2dθ − 1

2

∫ α−2π

0

(aθ)2dθ

=
1

2

∫ α

α−2π

(aθ)2dθ

=
1

3
a2 (3πα2 − 6π2α+ 4π3

)
となる。(なぜなら，0 ≦ θ ≦ αの範囲を回転すべき，動径が α− 2π ≦ θ ≦ αの範囲を動くとき
に，既に通過したはずの 0 ≦ θ ≦ α − 2πの範囲も再び含めてしまうから。だから，0 < α ≦ 2π

のときは，後半の引き去る部分は不要になり，T = 1
2

∫ α
0
(aθ)2dθ である。)

特に，α = 2πk (k ≧ 2) なら，面積 Tk は

Tk =
1

2

∫ 2πk

2π(k−1)

(aθ)2dθ =
4

3
π3a2 (3k2 − 3k + 1

)
となる。

例えば，α = 8π (k = 4) のときは

T4 =
1

2

∫ 8π

6π

(aθ)2dθ =
1

2
a2

(
512

3
π3 − 216

3
π3
)

=
148

3
π3a2 ［=

(
4
3

+ 8 + 16 + 24
)
π3a2］

である。

命題 28　もし任意の［回数の］回転によって描かれた螺線の上に，その端点ではない，2つの点

がとられ，そして，とられた点から螺線の始点に［2つの］直線が引かれ，そして，中心が螺線の

始点であり，半径がそれらの点から螺線の始点に引かれた直線である，［2つの］円が描かれるなら

ば，それらの直線の間にある，それらの大きい方の弧と，それらの直線の間におかれた螺線と，延

長された直線とで囲まれた空間は，小さい方の弧と，同じ螺線と，それら［弧と螺線］の両端点を結
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んでいる直線とで囲まれた空間に対して，小さい方の円の半径と，大きい方の円の半径が小さい方

の円の半径を超える，超過分の 3分の 2と［の和］が，小さい方の円の半径と同じ超過分の 3分の

1と［の和］に対するのと同じ比を持つであろう。

螺線があるとし，その中に 1 回の回転によって描かれた ΑΒΓΔ があるとし，その上に 2 つの

点 Α，Γ がとられ，点 Θ が螺線の始点であるとせよ。そして，点 Α，Γ から点 Θ に直線が引か

れるとせよ。そして，その中心が Θ で，半径が ΘΑ，ΘΓ である［2 つの］円が描かれるとせよ。

Ξ : Π = ΑΘ+ 2
3
ΗΑ : ΑΘ+ 1

3
ΗΑ であることが証明されなければならない。

Δ

Γ

ΠB

Ξ
N

ΘA
H
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円錐状体と球状体について
Περὶ Κωνοειδέων καὶ σϕαιροειδέων

De Conoidibus et Sphaeroidibus

定義 I (序文中)　もしその直径を固定したままで回転された直角円錐切断［放物線］が，そこか

ら動くことが始められた，その位置に再び戻されるならば，その直角円錐切断で囲まれた図形を直

角円錐状体［回転放物線体］と呼び，そして，固定したままの直径をその軸と，さらに，そこにお

いて軸が［直角］円錐状体の表面に出会う点を頂点と呼ぶ。そして，もし平面が直角円錐状体に接

し，接している平面に平行な別の平面がその［直角］円錐状体の何らかの切片を切り取るならば，

切り取っている平面において［直角］円錐状体の切断線によって囲まれた平面を切り取られた切片

の底面と，さらに，そこにおいてもう 1 つの平面が［直角］円錐状体に接する点を［切片の］頂

点と，さらに，切片の頂点を通って引かれた，［直角］円錐状体の軸に平行な直線の，切片の中に含

まれる，部分を［切片の］軸と呼ぶ。

放物線　
　回転　−−−−−→　直角円錐状体

直径

軸

頂点

切片の頂点

切片の底面

接平面

もし鈍角円錐切断［双曲線］，その直径，その鈍角円錐切断に隣接する直線［漸近線］が［1つの］

平面上にあり，その直径を固定したままで，それらの線のすべてがある，その平面が回転され，そ

こから動くことが始められた，その位置に再び戻されるならば，鈍角円錐切断に隣接する直線が等

脚円錐を囲むことは明らかであり，そこにおいて［鈍角円錐］切断に隣接する直線が互いにそれ自

身に出会う点は頂点，さらに，固定した直径は軸であろう。さらに，鈍角円錐切断によって囲まれ

た図形を鈍角円錐状体［回転双曲線体］と呼び，さらに，固定された直径をその軸と，さらに，そ

こにおいて軸が［鈍角］円錐状体の表面に出会う点を頂点と呼ぶ。さらに，鈍角円錐切断に隣接す

る直線が囲んだ円錐は［鈍角］円錐状体を包んでいる［円錐］と呼ばれ，さらに，［鈍角］円錐状体

の頂点とその［鈍角］円錐状体を包んでいる円錐の頂点の間におかれた直線は軸に付加された［直

線］と呼ばれる。そして，もし平面が鈍角円錐状体に接し，接している平面に平行な別の平面がそ

の［鈍角］円錐状体の切片を切り取るならば，切り取っている平面において［鈍角］円錐状体の切

断線によって囲まれた平面を切り取られた切片の底面と，さらに，そこにおいて接している平面が

［鈍角］円錐状体に接する点を［切片の］頂点と，さらに，切片の頂点と［鈍角］円錐状体包んでい

る円錐の頂点を通って引かれた直線の，切片の内部に含まれる，部分を［切片の］軸と，さらに，

それらの両頂点の間におかれた直線は軸に付加された［直線］と呼ばれる。
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直角円錐状体はすべて相似であり，さらに，鈍角円錐状体は，［鈍角］円錐状体を包んでいる円錐

が相似であるとき，相似であるといわれる。

双曲線　
　回転　−−−−−→　鈍角円錐状体

直径

漸近線
軸

頂点

包んでいる円錐

もしその大きい方の直径を固定したままで回転された鋭角円錐切断［楕円］が，そこから動くこ

とが始められた，その位置に再び戻されるならば，その鋭角円錐切断によって囲まれた図形を長方

球状体と呼ぶが，しかしもしその小さい方の直径を固定したまま回転された鋭角円錐切断が，そこ

から動くことが始められた，その位置に再び戻されるならば，その鋭角円錐切断によって囲まれた

図形を扁平球状体と呼ぶ。さらに，それらのいずれについても，球状体の軸とは固定されたままの

直径のことを，さらに，［球状体の］頂点とはそこにおいて軸が球状体の表面に出会う点のことを，

さらに，［球状体の］中心とは軸の中点のことを，そして，［球状体の］直径とは中心を通って軸に

垂直に引かれた直線のことをいう。そして，もし，いずれの球状図形についても，平行な平面がそ

れを切断することなく接しており，そして，接している平面に平行な，球状体を切断する，別の平

面が引かれるならば，それによって生じる切片の底面とは切断している平面において球状体の切断

線によって囲まれた平面のことを，さらに，［球状体の切片の］頂点とはそこにおいて［切片を切り

取っている平面に］平行な平面が接する点のことを，さらに，［球状体の切片の］軸とは切片の頂点

を結んでいる直線の，切片の内部に囲まれた，部分のことをいう。

さらに，球状図形が相似であるとはそれらの直径が軸に対して同じ比を持つことをいう。さら

に，もし相似な図形から切り取られたものが相似な底面を持ち，そして，それらの軸が底面の平面

に垂直であるか，あるいは，底面に対応している直径がつくっている等しい角が底面に対応してい

る直径と互いに同じ比を持つならば，球状図形と円錐状図形の切片は相似であると呼ばれる。

ここでは長方球状体，扁平球状体を総称して球状図形や球状体と呼んでいるが，こんにちでは回

転楕円体と呼んでいる。
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楕円　
　回転　−−−−−→　球状体

直径

直径

軸

軸

頂点

頂点

長方球状体

扁平球状体

頂点

頂点

定義 II (本文中) 　もし円錐がその円錐のすべての辺に出会う平面によって切断されるならば，

切断線は円かあるいは鋭角円錐切断［楕円］かであろう。もし切断線が円ならば，円錐の頂点があ

るのと同じ側に，円錐から切り取られた切片は円錐になるであろうことは明らかである。しかし，

もし切断線が鋭角円錐切断ならば，円錐の頂点があるのと同じ側に，円錐から切り取られた図形は

円錐の切片と呼ばれる。さらに，鋭角円錐切断によって囲まれた平面は切片の底面と，さらに，円

錐の頂点と同じである点は［切片の］頂点と，さらに，円錐の頂点から鋭角円錐切断の中心に引か

れた直線は［切片の］軸と呼ばれる。そして，もし円柱がその円柱のすべての辺に出会う平行な 2

つの平面によって切断されるならば，切断線は，互いにそれ自身に等しくて相似な，円であるかあ

るいは鋭角円錐切断であろう。いま，もし切断線が円ならば，円柱から平行な平面の間に切り取ら

れた図形は円柱になるであろうことは明らかである。しかし，もし切断線が鋭角円錐切断ならば，

円柱から平行な平面の間に切り取られた図形は円柱の断片と呼ばれる。さらに，鋭角円錐切断に囲

まれた平面は断片の底面と，さらに，鋭角円錐切断の両中点を結んでいる直線は［断片の］軸と呼

ばれる。さらに，これはそこに円柱の軸がある直線と同じであろう。

頂点

円錐の切片
軸

底面

円柱の断片

底面

軸

底面

［レンマ］　もし互いに等しい空間だけ超えている任意個数の量が与えられ，そして，その差が

最小のものに等しく，そしてさらに，先の［量］と同じ数の，すべての量が最大のものに等しい，

別の量が与えられるならば，最大のものに等しいこれらすべての量［の和］は，互いに等しい空間

だけ超えているすべての量の［和の］大きさの 2倍よりは小さく，最大のものを除いた残りのもの

の［和の］大きさの 2倍よりは大きいであろう。

命題 1　もし任意個数の量とそれに等しい数の別の量とがあり，［それらから］同様にとられた 2
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つずつと 2つずつが同じ比を持ち，そして，前者の量のそれぞれが［それら 2つとは］別の量に対

して何らかの比にあり，さらに，後者の量が同様にとられた別の［量］に対して同じ比にあるなら

ば，前者の量のすべて［の和］はそれと比例している［別の量の］すべて［の和］に対して，後者

の量のすべて［の和］がそれと比例している［別の量の］すべて［の和］に対して持っている［比］

と同じ比を持つであろう。

何らかの量 Α，Β，Γ，Δ，Ε，Ζとそれに等しい数の別の量 Η，Θ，Ι，Κ，Λ，Μが 2つずつと 2つず

つが同じ比を持ち，Α : Β = Η : Θ，Β : Γ = Θ : Ιであり，その他も同様であるとせよ。そして，Α，

Β，Γ，Δ，Ε，Ζは別の量 Ν，Ξ，Ο，Π，Ρ，Σに対して何らかの比にあり，そして，Η，Θ，Ι，Κ，Λ，

Μは同様にとられた別の［量］Τ，Υ，Φ，Χ，Ψ，Ωに対して同じ比にあるとして，Α : Ν = Η : Τ，

Β : Ξ = Θ : Υであるとし，その他も同様であるとせよ。
Α+ Β+ Γ+Δ+ Ε+ Ζ
Ν+ Ξ+Ο+Π+ Ρ+ Σ

=
Η+Θ+ Ι+Κ+ Λ+Μ
Τ+Υ+ Φ+Χ+Ψ+ Ω

であることが証明されなければならない。

A B Γ Δ E Z H Θ I K Λ M N Ξ O Π Ρ Σ T Υ Φ Χ Ψ Ω

命題 2　もし互いに等しい任意個数の直線があり，そのそれぞれに平方図形［正方形］だけ超過

している空間が付け加えられ，それらの超過している空間の辺は等しい差だけ互いに超過し，その

差は最小のものに等しく，そしてさらに，これらと等しい数の，さらにその大きさはすべて最大の

ものに等しい，別の空間が与えられるならば，後者の空間［のすべての和］は前者の空間のすべて

［の和］に対しては，超過している最大の空間の辺に等しい直線と互いに等しい直線の中の 1つと

が同時にとられたものが，超過している最大の空間の辺の 3分の 1に等しい直線と互いに等しい直

線の中の 1つの半分とが同時にとられたものに対するより小さい比を，さらに，［前者の空間で］最

大の空間を除いた残り［の和］に対しては，同じ両直線［の比］より大きい比を，持つであろう。

なぜならば，任意個数の等しい直線が与えられたとし，その中には文字 Αがあるとせよ。そのそれぞ

れに平方図形［正方形］だけ超過している空間が付け加えられるとせよ。さらに，それらの超過してい

る空間の辺 Β，Γ，Δ，Ε，Ζ，Ηは等しい差だけ互いに超過し，その差は最小のものに等しいとせよ。

そして，最大のものが Β，最小のものが Ηであるとせよ。しかしまた，これらに等しい数の別の空間

が与えられたとし，そのそれぞれの中には文字Θ，Ι，Κ，Λがあり，さらに，その大きさは，すべて，最

大の空間として等しいものが付け加えられた直線 ΑΒであるとせよ。さらに，Θ+ Ι = Α，Κ+Λ = Β

で，Θ+ Ι = 2Ι，Κ+Λ = 3Κであるとせよ。その中に文字 Θ，Ι，Κ，Λがあるすべての空間［の和］

は，前者のすべての空間 ΑΒ，ΑΓ，ΑΔ，ΑΕ，ΑΖ，ΑΗ［の和］に対しては，Θ+ Ι+Κ+Λ : Ι+Κ

より小さい比を，さらに，最大の空間 ΑΒを除いた残り［の和］に対しては，Θ+ Ι+Κ+ Λ : Ι+Κ

より大きい比を，持つことが証明されなければならない。
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Λ
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Λ

Θ
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K

Λ

Θ
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K

Λ

Θ

I

K

Λ

Θ

I

K

Λ

Θ

I

K

Λ

互いに等しい直線 Αの長さを a，それに付け加えられる正方形の (最小のものの) 1辺 Ηを xで

表すと，付け加えられた最小の図形 ΑΗ (の面積) は x(a+ x)となる。

付加される Η，Ζ，Ε，· · · は初項が x，公差が xの等差数列だから，最大の第 n項 Βは nxとな

る。従って，付加された図形のうちの最大の第 n項 ΑΒ (の面積) は (nx)(a+ nx)となる。

また，Θ，Ι，Κ，Λについての条件から，Θ = Ι =
1

2
a，Κ =

1

3
(nx)，Λ = 2Κである。

そして，この命題の主張は

n ·ΑΒ : ΑΗ+ · · ·+ΑΒ < Α+ Β :
1

2
Α+

1

3
Β < n ·ΑΒ : ΑΗ+ · · ·+ΑΓ

すなわち，

n(nx)(a+ nx) :

n∑
k=1

(kx)(a+ kx) < a+ nx :
1

2
a+

1

3
(nx)

< n(nx)(a+ nx) :

n−1∑
k=1

(kx)(a+ kx)

ということ。

命題 3　もし同じ点から引かれた［2つの］直線が何らかの円錐切断に接し，そしてさらに，そ

の円錐切断に接している［直線］に平行な別の直線が互いに［他を］切断するならば，それらに囲

まれた部分の空間は互いに接している直線の平方と同じ比を持つであろう。そして，直線によって

囲まれたもう一方の部分の空間は接している直線に平行な直線の平方［の比］と一致するであろう。

しかし，これは円錐曲線原論において証明されている［アポロニオス『円錐曲線論』第 3 巻命題 17］。

下の図で，直線 ΓΑ，ΓΒ は何らかの円錐曲線への接線。そして，直線 ΔΖΘ，ΕΖΚ は，それぞ

れ，円錐曲線上の点 Δ，Ε から接線 ΓΒ，ΓΑ に平行に引かれた直線。このとき，ΕΖ × ΖΚ :

ΔΖ× ΖΘ = ΑΓ2 : ΒΓ2 となる，ということ。

ここまでは命題 3の前置き。
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A

B

K

Θ

Z
Δ

E
Γ

もし同じ直角円錐切断［放物線］から，どのようなものであろうと，等しい直径を持っている 2

つの切片が切り取られるならば，その切片自身［同士］も，その切片と同じ底辺と等しい高さを

持っている，それらに内接された，三角形［同士］も等しいであろう。ただし，その切片の直径と

はその底辺に平行なすべての直線を 2つの等しい部分に分割する直線のことをいう。

ΑΒΓ を直角円錐切断［放物線］とし，そこから 2 つの切片 ΑΔΕ，ΘΒΓ が切り取られるとせよ。そ

して，切片 ΑΔΕの直径がΔΖ，切片 ΘΒΓの直径が ΒΗであるとし，ΔΖ = ΒΗであるとせよ。切片

ΑΔΕ，ΘΒΓも，それらに内接された，私たちが述べたような，三角形［同士］も等しいことが証明さ

れなければならない。

B
E

Δ

Γ
H

Θ

Z

AK

N

M

命題 4　鋭角円錐切断［楕円］によって囲まれた任意の空間は鋭角円錐切断の大きい方の直径に

等しい直径を持っている円［補助円］に対して，小さい方の直径が，［補助］円の直径であるという，

大きい方［の直径］に対するのと同じ比を持つ。

なぜならば，その中に文字 Α，Β，Γ，Δがある，鋭角円錐切断［楕円］があるとし，さらに，大きい

方の直径がその中に Α，Γがある直線で，さらに，小さい方［の直径］がその中に Β，Δがある［直線

である］とせよ。直径 ΑΓ の周りに円が描かれたとせよ。鋭角円錐切断によって囲まれた空間が円に

対して，ΒΔ : ΓΑ，すなわち ΒΔ : ΕΖ，と同じ比を持つことが証明されなければならない。いま，そ

の中に文字 Ψ がある円が円 ΑΕΓΖ に対して ΒΔ : ΕΖ と同じ比を持つとせよ。私は，円 Ψ は鋭角円

錐切断に等しい，と言う。
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命題 5　鋭角円錐切断［楕円］によって囲まれた任意の空間は任意の円に対して，鋭角円錐切断

の両直径によって囲まれた長方形がその円の直径の平方に対するのと同じ比を持つ。

なぜならば，その中に文字 Χがある，鋭角円錐切断［楕円］に囲まれた任意の空間があるとせよ。さ

らに，鋭角円錐切断の直径が ΑΓ，ΒΔ であるとし，大きい方が ΑΓ であるとせよ。その中に文字 Ψ

がある円があるとし，その直径が ΕΖ であるとせよ。Χ : Ψ = ΑΓ × ΒΔ : ΕΖ2 であることが証明さ

れなければならない。

B

A Γ

Δ

Χ

E

Z

Ψ

命題 6　鋭角円錐切断［楕円］によって囲まれた［2つの］空間は互いに，［それらの］鋭角円錐

切断の両直径によって囲まれた長方形が互いに持つのと同じ比を持つ。

その中に文字 Α，Βがある，鋭角円錐切断［楕円］によって囲まれた［2つの］空間があるとせよ。さ

らに，空間 Αを囲む長方形 ΓΔが鋭角円錐切断の両直径よって囲まれ，さらに，長方形 ΕΖがもう一

方の［鋭角円錐］切断の両直径によって囲まれるとせよ。Α : Β = ΓΔ : ΕΖであることが証明されな

ければならない。

Γ

Δ

A B

E

Z

K

Λ

Ψ

系　さらに，このことから，相似な鋭角円錐切断［楕円］によって囲まれた空間は互いに，それ

らの［鋭角円錐］切断の，対応している，直径の平方［が持っているの］と同じ比を持つ，ことは

明らかである。
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命題 7　鋭角円錐切断［楕円］が与えられ，その鋭角円錐切断の中心から，その上にその鋭角円

錐切断がある，平面に対して垂直な直線が立てられると，立てられた直線の端点を頂点として持っ

ていて，その表面に与えられた鋭角円錐切断がある，円錐が見出されるようにすることができる。

鋭角円錐切断［楕円］が与えられ，その中心から，その上にその鋭角円錐切断がある，平面に垂直な直

線が立てられたとせよ。立てられた直線と小さい方の直径を通って平面が引かれるとし，その上に小

さい方の直径 ΑΒ，鋭角円錐切断の中心Δ，中心から立てられた垂直な直線ΔΓ，そして，その端点 Γ

があるとせよ。さらに，鋭角円錐切断が直線 ΓΔに垂直な平面において直径 ΑΒの周りに描かれたと

考えられるとせよ。それゆえ，頂点として点 Γを持っていて，その表面に与えられた鋭角円錐切断が

ある，円錐が見出されなければならない。

Γ

Θ

BK

ΔA

Ρ
ME

Π

O
Λ

Ξ

Z

与えられた楕円

見出されるべき円錐

Γ

Δ

命題 8　鋭角円錐切断［楕円］が与えられ，その鋭角円錐切断の中心から，その上にその鋭角円

錐切断がある平面に対して垂直に一方の直径を通って立てられた，平面内に［先の平面に］垂直で

ない直線が立てられると，立てられた直線の端点を頂点として持っていて，その表面に与えられた

鋭角円錐切断がある，円錐が見出されるようにすることができる。

それゆえ，ΒΑを鋭角円錐切断［楕円］の直径，Δをその中心とし，そして，ΔΓが，私たちが述べた

ように，中心［Δ］から立てられた直線であるとせよ。さらに，鋭角円錐切断が，その上に直線 ΑΒ，

ΓΔ がある平面に垂直である，平面において直径 ΑΒ の周りに描かれたと考えられるとせよ。それゆ

え，頂点として点 Γを持っていて，その表面に与えられた鋭角円錐切断がある，円錐が見出されなけ

ればならない。

Γ

Θ

MA

K

H
Δ

Z

B
Λ

Π

E

Ρ

命題 9　鋭角円錐切断［楕円］が与えられ，その鋭角円錐切断の中心から，その上にその鋭角円

錐切断がある平面に対して垂直に一方の直径を通って立てられた，平面内に［先の平面に］垂直で
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ない直線が立てられると，延長されたその立てられた直線の上に軸を持っていて，その表面に与え

られた鋭角円錐切断がある，円柱が見出されるようにすることができる。

与えられた鋭角円錐切断［楕円］の一方の直径が ΑΒ，中心がΔ，さらに，中心から，私たちが述べた

ように，立てられた直線が ΓΔであるとせよ。そして，鋭角円錐切断が，その上に直線 ΑΒ，ΓΔがあ

る平面に垂直である，平面において直径 ΑΒの周りに描かれたと考えられるとせよ。それゆえ，延長

された直線 ΓΔ の上に軸を持っていて，その表面に与えられた鋭角円錐切断がある，円柱が見出され

なければならない。

MZ

H

ΛΓ

Θ

BKΔA

M

Z

H
Λ

Γ

Θ

BKΔA
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命題 10　任意の円錐は第 2の円錐に対して，底面の比と高さの比によって合成された比を持つ

ことが，先人たちによって証明されている［ユークリッド『原論』第 12 巻命題 11，命題 14］。さらに，同

じ方法によって，円錐の任意の切片はその円錐の第 2の切片に対して，底面の比と高さの比によっ

て合成された比を持つことが証明される。

そして，円柱の任意の断片は，その断片と同じ底面と等しい高さを持つ円錐の切片の 3倍大きい

ことが，円柱はその円柱と同じ底面と等しい高さを持つ円錐の 3倍大きいことが証明される［ユーク

リッド『原論』第 12 巻命題 10］のと，同じ方法によって証明されるであろう。

命題 11　 (a) もし直角円錐状体が軸を通る，あるいは軸に平行におかれた，平面によって切断

されるならば，切断線はその図形を囲むもの［その直角円錐状体をつくり出す放物線］と同じ直角円錐切断

［放物線］であろう。さらに，その［切断線の］直径は，図形を切断している平面にある，そして，

軸を通って切断している平面に垂直に引かれた平面にある，切断線に共通［なそれらの交線］であ

ろう。

しかしもし軸に垂直な平面によって切断されるならば，切断線は軸の上におかれた中心を持って

いる円であろう。

(b) もし鈍角円錐状体が軸を通る，あるいは軸に平行な，あるいはその［鈍角］円錐状体を包ん

でいる円錐の頂点を通っておかれた，平面によって切断されるならば，切断線は鈍角円錐切断［双

曲線］であろうし，［切断する平面が，］もし軸を通るならば，その図形を囲んでいる［双曲線］と

同じであり，もし軸に平行ならば，それと相似であり，さらに，もし［鈍角］円錐状体を包んでい

る円錐の頂点を通るならば，相似ではないであろう。さらに，切断線の直径は，図形を切断してい

る平面にある，そして，軸を通って切断している平面に垂直に引かれた平面にある，切断線に共通

［なそれらの交線］であろう。

もし軸に垂直な平面によって切断されるならば，切断線は軸の上におかれた中心を持っている円

であろう。
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軸
頂点

(c) もし，［長方球状体，扁平球状体の］どちらにしろ，球状図形が軸を通る，あるいは，軸に平

行におかれた，平面によって切断されるならば，切断線は鋭角円錐切断［楕円］であろうし，［切断

する平面が，］もし軸を通るならば，その図形を囲んでいる［鋭角円錐］切断自身で，もし軸に平行

な平面によるならば，それと相似であろう。さらに，切断線の直径は，図形を切断している平面に

ある，そして，軸を通って切断している平面に垂直に引かれた平面にある，切断線に共通［なそれ

らの交線］であろう。

しかしもし軸に垂直な平面によって切断されるならば，切断線は軸の上におかれた中心を持って

いる円であろう。

(d) もし任意の，私たちが述べた，図形が軸を通っておかれた平面によって切断されるならば，

図形の表面におかれた，しかし切断線の上にはない，点から切断している面に垂直に引かれた直線

は図形の切断線の中に落ちるであろう。

命題 12　もし直角円錐状体が，軸を通らず，しかも，軸に平行でもなく，しかも，軸に垂直でも

ない，平面によって切断されるならば，切断線は鋭角円錐切断［楕円］であろうし，さらに，その大

きい方の直径は，図形を切断している平面にある，そして，軸を通って切断している平面に垂直に

引かれた平面にある，共通の切断線である，直線が［直角］円錐状体の内部に囲まれた部分であり，

さらに，小さい方の直径は大きい方の直径の両端点から軸に平行に引かれる直線の距離であろう。

なぜならば，直角円錐状体が，［命題に］言われたようにおかれた，平面によって切断されるとせよ。

切断している平面に垂直な，軸を通っている，別の平面によって切断された［直角］円錐状体の切断

線が ΑΒΓであり，図形を切断している平面にある直線が ΓΑであるとせよ。さらに，［直角］円錐状

体の軸および切断線の直径が ΒΔであるとせよ。直線 ΑΓがおかれた平面によってつくられた［直角］

円錐状体の切断面は鋭角円錐切断［楕円］であること，そして，直線 ΑΓがその大きい方の直径である

こと，さらに，小さい方［の直径］は直線 ΛΑに等しく，さらに，［端点 Γから］引かれた直線 ΓΛは

直線 ΒΔに平行であり，直線 ΑΛは直線 ΓΛに垂直であることが証明されなければならない。
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命題 13　もし鈍角円錐状体が，その［鈍角］円錐状体を包んでいる円錐のすべての辺に出会う，

軸に垂直ではない，平面によって切断されるならば，切断線は鋭角円錐切断［楕円］であろうし，

その大きい方の直径は，図形を切断している平面にある，そして，軸を通って切断している平面に

垂直な平面にある，共通の切断線である，直線が［鈍角］円錐状体の内部に囲まれた部分であろう。

なぜならば，鈍角円錐状体が，［命題に］言われたような，平面によって切断されるとせよ。切断して

いる平面に垂直な，軸を通っている，別の平面によって切断された［鈍角］円錐状体の切断線が鈍角円

錐切断［双曲線］ΑΒΓであり，図形を切断している平面にある直線が ΑΓであるとせよ。さらに，［鈍

角］円錐状体の軸および切断線の直径が ΒΔ であるとせよ。それゆえ，任意の点 Κ が切断面の上に

とられ，そして，点 Κから ΑΓに垂直な ΚΘが引かれると考えられるとせよ。それゆえ，それ［ΚΘ］

は，その上に［鈍角］円錐切断［双曲線］ΑΒΓがある，平面に垂直であろう。そして，Θを通って，

ΒΔに垂直な ΕΖが引かれるとし，直線 ΕΖ，ΚΘを通って，［鈍角］円錐状体を切断している，平面

が引かれるとせよ。
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Γ

命題 14　もし長方球状体が軸に垂直でない平面によって切断されるならば，切断線は鋭角円錐

切断［楕円］であろうし，その大きい方の直径は，図形を切断している平面にある，そして，軸を

通って切断している平面に垂直な平面にある，共通の切断線である，直線が［長方］球状体の内部

に囲まれた部分であろう。

これは，もし軸を通る，あるいは，軸に平行な平面によって切断されるならば，直ちに明らかである。

そこで，別の平面によって切断されるとせよ。切断している平面に垂直な，軸を通っている，平面に

よって切断された［長方］球状体の切断線が鋭角円錐切断［楕円］ΑΒΓΔであり，［長方］球状体を切

断している平面にある直線が ΓΑであるとせよ。さらに，［長方］球状体の軸および鋭角円錐切断の直

径が ΒΔ，さらに，中心が Χ，小さい方の直径が ΠΡであるとせよ。さらに，ΒΤが ΒΔに垂直に，鋭
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角円錐切断［楕円］に点 Νにおいて接している ΗΝが直線 ΑΓに平行に，引かれるとせよ。さらにま

た，ΜΛが点 Χを通って直線 ΑΓに平行に引かれるとせよ。

Π Γ
ΛN

T

Δ
ΧB

H

A

M

Ρ

命題 15　 (a) 直角円錐状体において，その［直角］円錐状体の表面におかれた任意の点から軸

に平行に引かれる，諸直線のうち，その［直線の］部分が凸状であるのと同じ側に引かれるそれら

は［直角］円錐状体の外部に，一方，反対の側に引かれるものは内部に落ちるであろう。

(b) 鈍角円錐状体において，その表面におかれた任意の点から，その［鈍角］円錐状体について

［鈍角］円錐状体を包んでいる円錐の頂点を通って引かれた，直線に平行に引かれる，諸直線のう

ち，その部分が凸状であるのと同じ側に引かれるそれらは［鈍角］円錐状体の外部に，一方，反対

の側に引かれるものは内部に落ちるであろう。

(c) もし平面が円錐状図形［直角円錐状体および鈍角円錐状体］を切断することなく，その円錐状図形に

接するならば，ただ 1つだけの点で接するであろうし，そして，接している点と［円錐状図形の］

軸を通って引かれた平面は接している平面に垂直であろう。

命題 16　 (a) もし平面がどちらにしろ球状図形［長方球状体および扁平球状体］に，その［球状］図

形を切断することなく，接するならば，ただ 1つだけの点で接するであろうし，そして，接してい

る点と［球状図形の］軸を通って引かれた平面は接している平面に垂直であろう。

(b) もし任意の円錐状，または球状，図形が軸を通っておかれた平面によって切断され，そして，

それによってつくられた切断線に接する直線が引かれ，そして，接している直線において接してい

る平面に垂直な平面が立てられるならば，［その平面は］図形に，そこで直線がその円錐切断に接

するのと，同じ点において接する。

(c) もし 2つの平行な平面がどちらにしろ球状図形に接するならば，接する点［同士］を結んで

いる直線は球状体の中心を通るようになるであろう。

命題 17　もしいずれか一方の球状図形に接している 2つの平行な平面が引かれ，そして，その

球状体の中心を通って，接している［両平面］に平行な［別の］平面が引かれるならば，それによっ

てつくられた切断線［の上の点］を通って，接している点を結んでいる直線に平行に引かれた直線

は球状体の外部に落ちるであろう。

私たちが［命題中に］述べたことが仮定されるとし，それによってつくられた切断線の上に任意の点

がとられ，そのようにとられた点と接している点を結んでいる直線を通る平面が引かれるとせよ。そ

れゆえ，これは球状体および平行な平面を切断するであろう。それゆえ，球状体にある切断線が鋭角

円錐切断［楕円］ΑΒΓΔであるとし，さらに，接している両平面にある切断線が ΕΖ，ΗΘ，そして，

［先に］とられた点が Α，そして，接している両点を結んでいる直線が ΒΔであるとせよ。さらに，そ

れは中心を通るであろう［命題 16(c)］。
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命題 18　中心を通る平面によって切断された任意の球状図形は，その平面によって，それ自身

もその表面も［ともに］2つの等しい部分に切断される。

B

A

Θ

Γ

Δ

E

Z

K

N

H

命題 19　軸に垂直な平面によって切り取られたいずれかの円錐状体の切片，あるいは，いずれ

かの球状体の，その球状体の半分であるものより，大きくない方の切片が与えられると，等しい高

さを持っている円柱から構成された図形がそのように切り取られた立体に内接され，そして，別の

［図形］が外接されて，外接された図形が内接されたものを，任意に与えられた立体の大きさより，

小さい空間だけ超えるようにすることができる。

与えられた切片を，いずれによるものであれ，ΑΒΓとせよ。そして，軸を通っておかれた平面によっ

て切断されたその切片の切断線が円錐切断 ΑΒΓである［命題 11］とし，さらに，切片を切り取ってい

る平面にある直線が ΑΓ であるとせよ。さらに，切片の軸および切断線の直径が ΒΔ であるとせよ。

いま，［切片を］切り取っている平面が軸に垂直であることが仮定されているから，切断線は円であり，

その直径は ΓΑである［命題 11］。
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命題 20 　軸に垂直ではない平面によって切り取られたいずれかの円錐状体の切片，あるいは，
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いずれかの球状体の，その球状体の半分であるものより，大きくない方の切片が与えられると，等

しい高さを持っている円柱の断片から構成された図形がそのように切り取られた立体に内接され，

そして，別の［図形］が外接されて，外接された図形が内接されたものを，任意に与えられた立体

の大きさより，小さい空間だけ超えるようにすることができる。

［命題に］言われたような切片が与えられたとせよ。それゆえ，その図形から，軸を通って与えられた

切片を切り取っている平面に垂直な別の平面によって切断された図形にある切断線が円錐切断 ΑΒΓ

であるとし，切片を切り取っている平面にある直線が ΓΑであるとせよ。いま，仮定されたことから，

切片を切り取っている平面は軸に対して垂直ではないから，切断線は鋭角円錐切断［楕円］であり，そ

の直径は直線 ΑΓであろう。それゆえ，円錐切断に接している直線 ΦΥが直線 ΑΓに平行であるとし，

そして，それは点 Βにおいて接するとし，そして，ΦΥにおいて ΑΓがおかれた平面に平行な平面が

立てられるとせよ。それゆえ，それは点 Βにおいて図形に接するであろう［命題 16(b)］。いま，もし

それが直角円錐状体の切片であるならば，点 Β から軸に平行な ΒΔ が引かれるとし，あるいはもし

鈍角円錐状体の切片ならば，その［鈍角］円錐状体を包んでいる円錐の頂点から点 Βまで引かれた直

線が延長されるとして，それが ΒΔであるとし，あるいはもし球状体の切片ならば，球状体の中心か

ら Βまで引かれた直線が切り取られるとして，それが ΒΔであるとせよ。それゆえ，直線 ΒΔが直線

ΑΓ を 2 つの等しい部分に分割することは明らかである。それゆえ，点 Β は切片の頂点であろうし，

さらに，直線 ΒΔは軸であろう。
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命題 21　軸に垂直な平面によって切り取られた直角円錐状体の任意の切片は，その切片と同じ

底面，同じ軸を持っている円錐よりその半分だけ大きい。

なぜならば，軸に垂直な平面によって切り取られた直角円錐状体の切片があるとし，軸を通る別の平

面によって切断された表面の切断線が直角円錐切断［放物線］ΑΒΓであるとし，さらに，切り取られ

た切片の平面にある直線が ΓΑ，切片の軸が ΒΔであるとせよ。さらにまた，切片と同じ底面と同じ軸

を持っている円錐があるとし，その頂点が Βであるとせよ。［直角］円錐状体の切片がこの円錐よりそ

の半分だけ大きいことが証明されなければならない。

なぜならば，その底面が直径 ΑΓの周りに描かれた円であり，軸が ΒΔである円錐よりその半分だけ

大きい円錐 Ψがつくられるとせよ。さらにまた，底面として直径 ΑΓの周りに描かれた円を，さらに，

軸として ΒΔを持っている円柱があるとせよ。それゆえ，円錐 Ψは円柱の半分であろう。私は，その

［直角］円錐状体の切片は円錐 Ψに等しい，と言う。
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命題 22　さらにまた，もし直角円錐状体からその軸に垂直ではない平面によって切片が切り取

られるならば，それはその切片と同じ底面，同じ軸を持っている円錐の切片よりその半分だけ大

きい。

［命題に］言われたように，切り取られた直角円錐状体の切片があるとし，軸を通って，その切片を切

り取っている平面に垂直におかれた平面によって，それから切断された図形にある切断線が直角円錐

切断［放物線］ΑΒΓ［命題 11(a)］で，さらに，切片を切り取っている平面にある直線が ΑΓであると

し，そして，直線 ΑΓに平行で，直角円錐切断に点 Βにおいて接している，直線が ΦΥであるとし，

直線 ΒΔが軸に平行に引かれるとせよ。それゆえ，それは直線 ΑΓを 2つの等しい部分に分割するで

あろう。そして，直線 ΦΥにおいて，直線 ΑΓにおかれた平面に平行な平面が立てられるとせよ。そ

れゆえ，それは点 Βにおいて円錐状体に接する［命題 16(b)］であろうし，その切片の頂点は点 Βで，

軸は ΒΔであろう。いま，直線 ΑΓにおかれた，軸に垂直ではない平面が［直角］円錐状体を切断す

るから，切断線は鋭角円錐切断［楕円］で，その大きい方の直径は ΑΓであろう［命題 12］。
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命題 23　もし直角円錐状体から，一方は軸に垂直な，他方は軸に垂直ではない平面によって，2

つの切片が切り取れられ，それらの切片の軸［の長さ］が等しければ，それらの切片［の大きさ］

は等しいであろう。

なぜならば，任意の直角円錐状体から，［命題に］言われたように，2つの切片が切り取られるとせよ。

さらに，［直角］円錐状体が軸を通っておかれた平面によって切断されたときの［直角］円錐状体の切

断線が直角円錐切断［放物線］ΑΒΓであるとして，さらに，その直径が ΒΔ［命題 11(a)］，その平面

にある直線が ΑΖ，ΕΓ，垂直ではない平面にある直線が ΖΑであるとせよ。さらに，切片の軸が互い
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に等しい ΒΘ，ΚΛで，頂点が Β，Λであるとせよ。その頂点が Βである［直角］円錐状体の切片が，

その頂点が Λである［直角］円錐状体の切片に等しいことが証明されなければならない。

なぜならば，同じ直角円錐切断から切り取られた 2つの切片が ΑΛΖと ΕΒΓであり，それらの等しい

直径が ΚΛ，ΒΘであるから，三角形 ΑΛΚは三角形 ΕΘΒに等しい。なぜならば，三角形 ΑΛΖは三

角形 ΕΒΓに等しいことが証明されている［命題 3］から。それゆえ，直線 ΑΧが延長された直線 ΚΛ

に垂直に引かれるとせよ。すると，ΒΘ = ΚΛであるから，ΕΘ = ΑΧでもあろう。それゆえ，その

頂点が Βである切片にその切片と同じ底面，同じ軸を持っている円錐が，そして，その頂点が Λであ

る切片にその切片と同じ底面，同じ軸を持っている円錐が内接されるとせよ。さらに，点 Λから直線

ΑΖに垂直な直線 ΛΜが引かれるとせよ。それゆえ，それは頂点が Λである円錐の切片の高さであろ

う。さらに，頂点が Λである円錐の切片と，頂点が Βである円錐は互いに，底面の比および高さの比

によって合成された比を持つ。
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命題 24　もし直角円錐状体から任意の仕方で引かれた平面によって 2つの切片が切り取られる

ならば，それらの切片は互いに軸の平方［の比］と同じ比を持つであろう。

なぜならば，直角円錐状体から任意の仕方でとられた 2つの切片が切り取られるとし，一方の切片の

軸が直線 Κに等しく，他方［の切片の軸］が直線 Λ［に等しい］とせよ。両切片は Κ2 : Λ2 と同じ比

を持つことが証明されなければならない，
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命題 25　軸に垂直な平面によって切り取られた鈍角円錐状体の任意の切片はその切片と同じ底

面と等しい高さを持っている円錐に対して，切片の軸と軸に付加された直線の 3倍との同時のもの

［の和］に等しい直線が切片の軸と軸に付加された直線の 2倍と［の和］に等しい直線に対するの

と同じ比を持つ。

軸に垂直な平面によって切り取られた鈍角円錐状体の任意の切片があるとして，軸を通っておかれた

別の平面によって切断された［鈍角］円錐状体そのものの切断線が鈍角円錐切断［双曲線］ΑΒΓ で，

切片を切り取っている平面にある直線が ΑΓ，切片の軸が ΒΔ，軸に付加された直線が ΒΘ であると

し，そして，ΒΘ = ΖΘ = ΖΗ であるとせよ。切片が切片と同じ底面と同じ軸を持っている円錐に対

して ΗΔ : ΖΔと同じ比を持つことが証明されなければならない。
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それゆえ，切片と同じ底面，同じ軸を持っている円柱があるとし，さらに，その辺が ΦΑ，ΓΥである

とせよ。さらにまた，その中に文字 Ψがある，何らかの円錐があるとし，そして，それは，切片と同

じ底面と同じ軸 ΒΔを持っている円錐に対して，ΗΔ : ΔΖと同じ比を持つとせよ。それゆえ，私は，

［この鈍角］円錐状体の切片は円錐 Ψに等しい，と言う。なぜならば，もし等しくないならば，より大

きいかあるいはより小さいかである。

はじめに，もし可能ならば，より大きい［切片 > Ψ］とせよ。それゆえ，切片に，等しい高さを持って

いる円柱によって構成された，立体図形が内接されるとし，そして，別の［立体図形］が外接されると

して，外接された図形が内接された［図形］を，［鈍角］円錐状体の切片が円錐 Ψを超える［超過分］

より小さい空間だけ超えるようにせよ［命題 19］。それゆえ，それぞれの円柱の平面が，底面として直

径 ΑΓの周りに描かれた円を，軸として ΒΔを持っている円柱［ΑΦΥΓ］の表面にまで拡げられるとせ

よ。それゆえ，円柱全体は，外接された図形にある円柱と等しい数の，さらに，［それぞれが］それら

のうちの最大のものに等しい，円柱に分割されるであろう。そして，外接された図形は内接された図

形を，その切片が円錐 Ψを超えるより小さい空間だけ超えていて，外接された図形は切片より大きい

から，内接された図形もまた円錐 Ψより大きいことは明らかである。それゆえ，ΒΡを直線 ΒΔの 3

分の 1 であるとせよ。それゆえ，ΗΔ = 3ΘΡであろう。そして，底面として直径 ΑΓの周りに描か

れた円を，さらに，軸として ΒΔを持っている円柱は，同じ底面と同じ軸を持っている円錐に対して，

ΗΔ : ΘΡと同じ比［3 : 1］を持ち，そしてまた，［仮定から］その円錐は円錐 Ψに対して ΖΔ : ΗΔと

同じ比を持つから，それが乱比例［ユークリッド『原論』第 5 巻定義 18］であるとするとき，私たちが述

べた円柱は円錐 Ψに対して ΖΔ : ΘΡと同じ比を持つであろう［ユークリッド『原論』第 5 巻命題 23］。

さらに，数としては直線 ΒΔの中にある［分割された］部分［の数］に等しく，大きさとしてはそれ

91



ぞれが直線 ΖΒに等しい，そこに文字 Ξがある，いくつかの直線が描かれ，そして，それぞれに平方

図形［正方形］だけ超過している空間が結び付けられるとし，最大のものは ΖΔ ×ΔΒに等しく，最
小のものは ΖΟ × ΟΒ に等しいとせよ。さらに，超過している［正方形の］辺は等しい差だけ互いに
超えているとせよ。そして，超過している最大の［正方形の］辺は，そこに文字 Νがある，直線 ΒΔ

に等しい直線であり，さらに，超過している最小の［正方形の］辺は ΒΟに等しい直線であるとせよ。

さらにまた，これらに等しい数の，そして，それぞれがそれらの最大のもの，［すなわち，］直線 ΖΔ，

ΔΒ によって囲まれた長方形，に等しい，そこに文字 Ω がある，別の空間があるとせよ。それゆえ，

底面として直径 ΑΓの周りに描かれた円を，軸として ΔΕを持っている円柱は，底面として直径 ΚΛ

の周りに描かれた円を，軸として ΔΕ を持っている円柱に対して，ΔΑ2 : ΚΕ2 と同じ比を持つであ

ろう。しかし，ΔΑ2 : ΚΕ2 = ΖΔ × ΒΔ : ΖΕ × ΒΕである。なぜならば，これはすべての鈍角円錐
切断において起きる［アポロニオス『円錐曲線論』第 1 巻命題 21］から。そして，空間 ΞΝは ΖΔ× ΒΔ
に等しく，ΞΜは ΖΕ× ΒΕに等しい。なぜなら，Ξ = ΖΒ，Μ = ΒΕ，Ν = ΒΔだから。それゆえ，

底面として直径 ΑΓ の周りに描かれた円を，軸として ΔΕ を持っている円柱は, 底面として直径 ΚΛ

の周りに描かれた円を，軸として ΔΕ を持っている円柱に対して，空間 Ω が ΞΜ に対するのと同じ

比を持つであろう。そして，同じ仕方で，軸として等しい直線 ΔΕを持っている，円柱全体の中にあ

る，その他の円柱の 1つ 1つもまた，［それらに対応する］内接された図形にある円柱に対して，空間

Ωが，直線 Ξに超過している平方図形［正方形］が付け加えられた，それらに対応する空間に対する

のと同じ比を持つことを私たちは証明するであろう。それゆえ，それらのそれぞれが軸として等しい

直線 ΔΕを持っている，円柱全体の中にある［それぞれの］円柱というある種の量，および，そこに

文字 Ω がある，それらと等しい数の空間という別の量とは，2 つずつと 2 つずつとが同じ比にある。

［なぜなら，］円柱も互いに等しく，そして，空間 Ωも互いに等しいから。そしてさらに，内接された

図形にある円柱のいくつかは別の円柱と比例するが，最後のものは比例せず，そして，そこに文字 Ω

がある空間のいくつかは，それに対応する，直線 Ξに超過している平方図形［正方形］が結び付けら

れた，別の空間と同じ比にあるが，最後のものは比例しない。それゆえまた，円柱全体にあるすべて

の円柱［の和］は内接された図形にあるすべての円柱［の和］に対して，空間 Ωのすべて［の和］が，

最大のものを除いた，［正方形が］結び付けられた空間のすべて［の和］に対するのと同じ比を持つこ

と［命題 1］は明らかである。さらに，同時に，空間 Ωのすべて［の和］が，最大のものを除いた，［正

方形が］結び付けられた空間のすべて［の和］に対して，Ν + Ξ : 1
2
Ξ + 1

3
Ν より大きい比を持つ

こと［命題 2］は証明されている。それゆえまた，円柱全体は内接された図形に対して，円柱全体が円

錐 Ψに対して持つことが［上で］証明されている比である，ΖΔ : ΘΡより大きい比を持つ［なぜなら，

Ν+ Ξ = ΒΔ+ ΖΒ = ΖΔ， 1
2
Ξ+ 1

3
Ν = ΒΘ+ ΒΡ = ΘΡ だから］。それゆえ，円柱全体は内接された

図形に対して，円錐 Ψに対するよりも大きい比を持つ。それゆえ，円錐 Ψは内接された図形より大き

い。しかし，それは不可能である。なぜならば，内接された図形が円錐 Ψより大きいことは証明され

ているから。それゆえ，円錐状体の切片は円錐 Ψより大きくはない。

しかし，確かに，より小さくもない。なぜならば，もし可能ならば，より小さい［切片 < Ψ］とせよ。

それゆえ，再び，切片に，等しい高さを持っている円柱によって構成された，立体図形が内接される

とし，そして，別の［立体図形］が外接されるとして，外接された図形が内接された［図形］を，円錐

［Ψ］が切片を超えるより小さい空間だけ超えるようにし，そして，その他は［上と］同様につくられる

とせよ。いま，内接された図形は切片より小さく，そして，外接された図形は，円錐 Ψが切片を超え

るより小さい空間だけ，内接された［図形］を超えるから，外接された図形もまた円錐 Ψより小さい

ことは明らかである。それゆえ，再び，軸として ΔΕを持っている円柱全体にある最初の円柱は，軸

としてΔΕを持っている外接された図形にある最初の円柱に対して，空間 Ωが ΞΝに対するのと同じ

比を持ち (なぜならば双方が等しいから)，そして，円柱全体において軸として等しい直線 ΔΕを持っ

ている，その他のそれぞれの円柱が，同じ位置におかれ，同じ軸を持っている外接された図形にある

円柱に対して，空間 Ωがそれらに対応する，仮定された超過分が結びつけられた直線 Ξである，空間

に対するのと同じ比を持つであろう。というのは，最大のものを除く，外接された［図形にある］それ

ぞれのものは，最大のものをあわせた，内接された［図形にある］1つのものに等しいからである。そ

れゆえまた，円柱全体は外接された図形に対して，空間 Ωのすべて［の和］が超過分をあわせて付け
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加えられた空間［のすべての和］に対するのと同じ比を持つであろう［命題 1］。さらに，空間 Ωのす

べて［の和］はそれらの空間のすべて［の和］に対して，Ξ+Ν : 1
2
Ξ+ 1

3
Ν より小さい比を持つこ

とが証明されている［命題 2］。それゆえまた，円柱全体は外接された図形に対して，ΖΔ : ΘΡより小

さい比を持つであろう。しかし，ΖΔ : ΘΡは円柱全体が円錐 Ψに対するものである。それゆえ，同じ

円柱は外接された図形に対して，Ψに対するより小さい比を持つ。それゆえ，外接された図形は円錐

Ψより大きい［ユークリッド『原論』第 5 巻命題 8］。しかし，それは不可能である。なぜならば，外接さ

れた図形が円錐 Ψより小さいことは証明されているから。それゆえ，円錐状体の切片は円錐 Ψより小

さくはない。

そして，より大きくもなく，より小さくもないから，命題は成り立つ。

上の証明中に出てきた，乱比例については，ユークリッド『原論』第 5巻によれば · · · · · ·
定義 17　等順位による比とは，多数の量と，それらと個数が等しい別の一連の量があって，2つ

ずつとられたときに同じ比にあるとき，最初の一連の量において第 1〔の量〕が最後に対するよ

うに，後の一連の量において第 1が最後に対するときをいう。別の言い方をすれば，中項を除く

ことによって両端項をとることである。

定義 18　乱比例とは，3つの量と，それらと個数が等しい別の量があるとき，まず最初の 3つの

量において前項が後項に対するように，後の 3つの量において前項が後項に対し，また最初の 3

つの量において後項が他の何らかの〔残りの 1つの〕量に対するように，後の 3つにおいて他の

何らかの〔残りの 1つの〕量が前項に対するときである。［下の命題 23 参照。］

命題 20　もし 3つの量と，それらと個数の等しい別の量があり，2つずつとられても同じ比にあ

り，また，等順位によって第 1 が第 3 より大きいならば，第 4 も第 6 より大きく，そしてもし

〔第 1が第 3に〕等しいならば〔第 4も第 6に〕等しく，そしてもし小さいならば小さくなる。

命題 21　もし 3つの量と，それらと個数の等しい別の量があり，2つずつとられても同じ比にあ

り，またそれらの乱比例が成立し，また等順位において第 1が第 3より大きいならば，第 4も第

6より大きく，そしてもし〔第 1が第 3に〕等しいならば〔第 4も第 6に〕等しく，そしてもし

小さいならば小さくなる。

命題 22　もし任意個数の量があって，それらと個数の等しい別の量があり，2つずつとられても

同じ比にあるならば，等順位においても同じ比にあることになる。
［3つの量 Α，Β，Γと，別の 3つの量Δ，Ε，Ζがあるときに，Α : Β = Δ : Εおよび Β : Γ = Ε : Ζ

ならば，Α : Γ = Δ : Ζが成り立つ。］

A B Γ Δ E Z

命題 23　もし 3つの量と，それらと個数の等しい別の量があり，2つずつとられると同じ比にあ

り，またそれらの乱比例が成立するならば，等順位においても同じ比にあることになる。
［3つの量 Α，Β，Γと，別の 3つの量Δ，Ε，Ζがあるときに，Α : Β = Ε : Ζおよび Β : Γ = Δ : Ε

�� これが乱比例 �� ならば，Α : Γ = Δ : Ζが成り立つ。］

A B Γ Δ E Z

命題 26　さらにまた，軸に垂直ではない平面によって鈍角円錐状体の切片が切り取られるなら

ば，そのようなものも［上と］同様に，その切片と同じ底面と同じ高さを持っている円錐の切片に

対して，切片の軸と軸に付加された直線の 3倍と［の和］に等しい直線が切片の軸と軸に付加され

た直線の 2倍と［の和］に等しい直線に対するのと同じ比を持つであろう。
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なぜならば，［命題に］言われたような，平面によって切り取られた鈍角円錐状体の切片があるとせよ。

その図形から，軸を通り，切片を切り取っている平面に垂直な，平面によって切断された図形の切断線

が鈍角円錐切断［双曲線］ΑΒΓである［命題 11(b)］とし，さらに，切片を切り取っている平面にある

直線が ΓΑ，［鈍角］円錐状体を包んでいる円錐の頂点が点 Θであるとせよ。さらに，点 Βを通って直

線 ΑΓに平行で，［鈍角］円錐切断に接する直線 ΦΥが引かれ，それが点 Βにおいて接するとし，そ

して，Θから Βの方に直線が延長されるとせよ。それゆえ，それは直線 ΑΓを 2つの等しい部分に切

断するであろうし，切片の頂点は Β，軸は ΒΔであろうし，そして，ΒΘは軸に付加された直線であ

ろう。さらに，ΒΘ = ΘΖ = ΖΗであるとせよ。そして，直線 ΦΥから［直線］ΑΓがおかれた平面に

平行な平面が立てられるとせよ。それゆえ，それは Βにおいてその［鈍角］円錐状体に接するであろ

う［命題 16(b)］。そして，ΑΓがおかれた，軸に垂直ではない平面がその［鈍角］円錐状体を切断する

から，切断線は鋭角円錐切断［楕円］で，その大きい方の直径は ΓΑであろう［命題 13］。

H

Z

Θ

B
ΦΥ

O

Ρ

KEΛ

ΓΔA

命題 27　任意の球状図形がその中心を通り軸に垂直な平面によって切断されると，その球状体

の半分の部分はその切片と同じ底面，同じ軸を持っている円錐の 2倍である。

中心を通り，軸に垂直な平面によって切断された球状図形があるとせよ。さらに，それが軸を通ってお

かれた別の平面によって切断された図形の切断線が鋭角円錐切断［楕円］ΑΒΓΔ である［命題 11(c)］

とし，さらに，その直径および球状体の軸が ΒΔ，中心が Θであるとせよ。しかし，ΒΔを鋭角円錐

切断の大きい方の直径とするか，それとも，小さい方［とする］かは，全く重要でない。さらに，図形

を切断した平面にある切断線が直線 ΓΑであるとせよ。それゆえ，それは，平面が中心を通ることも，

軸に垂直であることも仮定されているから，点 Θを通るであろうし，直線 ΒΔと直角をなすであろう

［ユークリッド第 11 巻命題 18，定義 4］。底面として直径 ΑΓの周りに描かれた円を，頂点として点 Βを

持っている球状体の半分の部分が，その切片と同じ底面と同じ軸を持っている円錐の 2倍であること

が証明されなければならない。

94



B

I

Χ

Π

E

Θ

KΛ
AΓ

Δ

Ρ

Σ T
Υ

Φ

Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ

12345

なぜならば，その切片と同じ底面と同じ軸 ΘΒを持っている円錐より 2倍大きい，その中に文字 Ψが

ある，何らかの円錐があるとせよ。それゆえ，私は，球状体の半分の部分はその円錐 Ψに等しい，と

言う。

いま，もし球状体の半分の部分が円錐 Ψに等しくないならば，はじめに，もし可能ならば，より大き

いとせよ。球状体の半分の部分である切片に，等しい高さを持っている円柱によって構成された立体

図形が内接され，別の［立体図形］が外接されるとして，外接された図形が内接された［図形］を，球

状体の半分の部分が円錐 Ψを超える［超過分］より小さい空間だけ超えるようにせよ［命題 19］。そ

れゆえ，球状体の半分の部分より大きいものである外接された図形が，球状体の半分の部分が円錐 Ψ

を超えるより小さい空間だけ内接された図形を超えるから，球状体の半分の部分である切片に内接さ

れた図形は円錐 Ψ より大きいことは明らかである。それゆえ，底面として直径 ΑΓ の周りに描かれ

た円を，軸として ΒΘ を持っている円柱［ΑΒΓ］があるとせよ。いま，この円柱は切片と同じ底面と

同じ軸をもっている円錐の 3 倍大きい［ユークリッド第 12 巻命題 10］が，しかし，円錐 Ψ は同じ円錐

の 2 倍大きいから，円柱は円錐 Ψ よりその半分だけ大きいことは明らかである。それゆえ，それら

によって内接された図形が構成された，それぞれの円柱の平面が，切片と同じ底面と同じ軸を持って

いる円柱［ΑΒΓ］の表面にまで拡げられるとせよ。それゆえ，外接された図形の中にある円柱に等し

い数の円柱に分割された［それぞれの］円柱は，大きさにおいて，それらの最大のものに等しい。そ

れゆえ，それらの中に文字 Ξ がある，直線 ΒΘ の中にある［分割された］部分の数に等しいだけの，

さらに，大きさにおいてそれぞれが直線 ΒΘ に等しい，直線がとられるとし，そして，それぞれに

ついて正方形がつくられるとせよ。それゆえ，最後の正方形から直線 ΒΙ に等しい幅を持っているグ

ノーモンが取り去られるとせよ。それゆえ，それ［グノーモン］は ΒΙ× ΙΔに等しいであろう［なぜな
ら，ΒΘ2 = (ΒΙ+ ΙΘ)2 = ΒΙ2 + 2 · ΒΙ · ΙΘ + ΙΘ2，ΙΘ2 = (ΒΘ− ΒΙ)2 = ΒΘ2 − 2 · ΒΘ · ΒΙ + ΒΙ2 より，
2
(
ΒΘ2 − ΙΘ2

)
= 2 · ΒΙ (ΙΘ+ ΒΘ) = 2 · ΒΙ · ΙΔ であり，ΒΘ2 − (ΒΘ− ΒΙ)2 = BI · ΙΔ となるから］。さ

らに，その隣にある正方形から幅として 2ΒΙを持っているグノーモンが取り去られるとせよ。それゆ

え，それ［グノーモン］は ΒΧ× ΧΔに等しいであろう。そして，つねに，次々と，後続の正方形か
ら，その幅がその前に取り去られたグノーモンの幅より［ΒΙが］1つ分だけ大きい，グノーモンが取

り去られるとせよ。それゆえ，それらのそれぞれのものは，それらの一方がグノーモンの辺に等しい，

直線 ΒΔ の［分割された］両部分によって囲まれた空間に等しいであろう。それゆえ，2番目の正方

形では直線 ΘΕに等しい辺を持っているであろう正方形が残される。さらに，軸として ΘΕを持って

いる，円柱全体の中にある最初の円柱は，軸として同じ ΘΕを持っている，内接された図形の中にあ

る最初の円柱に対して，ΑΘ2 : ΚΕ2 と同じ比を持つ［ユークリッド第 12 巻命題 11，第 12 巻命題 2］。そ

れゆえまた，ΒΘ × ΘΔ : ΒΕ × ΕΔとも［同じ比を持つ］［アポロニオス第 1 巻命題 21］。それゆえ，

［円柱全体の中の］円柱は［内接図形の中の］円柱に対して，最初の正方形が，2番目の正方形から取

り去られたグノーモンに対するのと同じ比を持つ。そして，同様にまた，軸として ΘΕに等しい直線

を持っている，残りのそれぞれの円柱は，同じ軸を持っている，内接された図形の中にある［対応す

る］円柱に対して，同じ位置におかれた正方形が隣に続く正方形から取り去られたグノーモンに対する
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のと同じ比を持つ。それゆえ，円柱全体の中にある円柱という量および直線 ΞΞによる正方形という，

［円柱全体にある］円柱の数に等しい，別の量は，2つずつと 2つずつが同じ比にある。さらに，それ

らの円柱［という量］は内接図形にある円柱という別の量と比例しているが，最後のものは比例して

いず，そして，それらの正方形は対応している正方形から取り去られたグノーモンと同じ比にあるが，

最後の正方形はその比にない［比例していない］。それゆえ，円柱全体の中にあるすべての円柱［の和］

は他方の［すなわち，内接図形の中にある］すべての円柱［の和］に対して，すべての正方形［の和］

がそれらから取り去られたすべてのグノーモン［の和］に対するのと同じ比を持つであろう［命題 1］。

それゆえ，切片と同じ底面と同じ軸を持っている円柱は内接された図形に対して，すべての正方形［の

和］がそれらから取り去られたすべてのグノーモン［の和］に対するのと同じ比を持つ。しかし，それ

らのすべての正方形［の和］は，それらから取り去られたすべてのグノーモン［の和］よりその半分

だけ大きいものより大きい。なぜならば，ΞΡ，ΞΣ，ΞΤ，ΞΥ，ΞΦにおかれた直線は互いに超えてい

る差が等しく，最小のものはその差に等しいから。しかしまた，それらの中に 2つの文字 ΞΞがある，

それらに数が等しく，さらに，それぞれのものの大きさは最大のものに等しい，別の直線がある。そ

れゆえ，それらの最大のものに等しいという，それらの直線によるすべての正方形［の和］は，互い

に等しい差だけ超えている直線によるすべての正方形［の和］の 3倍大きいものより小さく，さらに，

最大の正方形を除いた残り［の正方形の和］の 3 倍大きいものより大きい。なぜならば，これは螺線

について発表した本の中で証明されている［命題 10 の系］から。さらに，すべての正方形［の和］は，

それらから取り去られた，もう 1つの正方形［の和］の 3倍大きいものより小さいから，それが残り

よりその半分だけ大きいものより大きいことは明らかである。それゆえ，それはグノーモンよりその

半分だけ大きいものより大きい。それゆえまた，切片と同じ底面と同じ軸を持っている円柱は，内接

された図形よりその半分だけ大きいものより大きい。しかし，これは不可能である。なぜならば，そ

れ［円柱］は円錐 Ψよりその半分だけ大きく，内接された図形は円錐 Ψより大きいことが証明されて

いるから。それゆえ，球状体の半分の部分は円錐 Ψより大きくはない。

しかし，確かに，より小さくもない。なぜならば，もし可能ならば，より小さいとせよ。それゆえ，再

び，球状体の半分の部分に，等しい高さを持っている円柱によって構成された，立体図形が内接され，

別の［立体図形］が外接されるとして，外接された図形が内接された図形を，円錐 Ψが球状体の半分

の部分を超える［超過分］より小さく超えるようにし，その他は前と同じにつくられるとせよ。いま，

内接された図形は切片より小さいから，外接された図形もまた円錐 Ψ より小さいことは明らかであ

る。それゆえ，再び，軸として ΘΕ を持っている，円柱全体の中にある最初の円柱は，軸として ΘΕ

を持っている，外接された図形の中にある最初の円柱に対して，最初の正方形がそれ自身に対するのと

同じ比を持つ。さらに，軸として ΕΠを持っている，円柱全体にある 2番目の円柱は，軸として ΕΠ

を持っている，外接された図形にある 2 番目の円柱に対して，2 番目の正方形がそれから取り去られ

たグノーモンに対するのと同じ比を持つ。そして，円柱全体において軸として直線 ΘΕに等しい直線

を持っている，その他のそれぞれの円柱は，外接された図形において［円柱全体の中の円柱と］同じ位

置におかれ，同じ軸を持っている円柱に対して，同じ位置におかれた正方形がそれから取り去られた

グノーモンに対するのと同じ比を持つ。それゆえまた，円柱全体の中にあるすべての円柱［の和］は

外接図形の中にあるすべての円柱［の和］に対して，すべての正方形［の和］が，最初の正方形と残り

の正方形から取り去られたグノーモンとの同時［の和］に等しい空間に対するのと同じ比を持つ［命題

1］。そして，すべての正方形［の和］は，最初の正方形と残り［の正方形］から取り去られたグノーモ

ンとの同時［の和］に等しい空間よりその半分だけ大きいものより小さい。というのは，最大の正方

形を除いて，互いに超えている差が等しい直線による正方形［の和］はそれより 3 倍大きいから。そ

れゆえ，切片と同じ底面と同じ軸を持っている円柱は外接された図形よりその半分だけ大きいものよ

り小さい。しかし，これは不可能である。なぜならば，円錐 Ψは［円柱より］その半分だけ大きいが，

外接された図形が円錐 Ψより小さいことが証明されているから。それゆえ，球状体の半分の部分は円

錐 Ψより小さくはない。

それゆえ，より大きくもないし，より小さくもないから，等しい。

証明中に出てきたグノーモンとは · · · · · ·
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「あらゆる平行四辺形の領域のうち，その対角線の周りの〔2つの〕平行四辺形の任意の 1つに 2

つの補形を合わせたものはグノーモンと言われるとしよう。」［ユークリッド『原論』第 2巻定義

2］

平行四辺形から，対角線を共有する全体に相似な小さな平行四辺形を取り去った L字形の図形が

グノーモンである。本来のグノーモンとは，太陽の影を測るために地面に垂直に立てた棒のこと。

命題 28　しかしまた，もし球状体がその中心を通り軸に垂直ではない平面によって切断される

としても，同様に，球状体の半分の部分はその切片と同じ底面，同じ軸を持っている円錐の切片の

2倍であろう。

なぜならば，球状図形が［命題に言われる平面によって］切断されるとせよ。［その球状体の］軸を

通っておかれた，切断している平面に垂直な，別の平面によって，それ［球状体］から切断された図形

の切断線が鋭角円錐切断［楕円］ΑΒΓΔである［命題 11(c)］として，その中心が点 Θ，図形を切断し

ている平面にある切断線が直線 ΑΓであるとせよ。それゆえ，平面が中心を通って引かれたことが仮

定されているから，それは点 Θを通るであろう。それゆえ，切断している平面は軸に垂直ではなく引

かれたことが仮定されているから，それは直径 ΑΓの周りに描かれた鋭角円錐切断であろう［命題 14］

。それゆえ，直線 ΑΓに平行な，鋭角円錐切断に点 Β，Δにおいて接している，直線 ΚΛ，ΜΝが引

かれるとし，そして，直線 ΚΛ，ΜΝにおいて，直線 ΑΓがおかれた平面に平行な平面が立てられる

とせよ。それゆえ，それらは球状体に点 Β，Δにおいて接するであろう［命題 16(b)］し，引かれた直

線 ΒΔは点 Θを通るようになるであろう［命題 16(c)］し，そして，両切片の頂点は点 Β，Δで，軸は

ΒΘ，ΘΔであろう。それゆえ，軸として ΒΘを持ち，その表面に直径 ΑΓの周りに描かれた鋭角円錐

切断がある，円柱が見出されるようにすることができる［命題 9］。

B
ΛK

A
Θ

Γ

N
Δ

M

命題 29　中心は通らないが，軸に垂直におかれた平面によって何らかの球状図形が切断される

とき，小さい方の切片は，その切片と同じ底面，同じ軸を持っている円錐に対して，球状体の軸の

半分と大きい方の切片の軸と［の和］に等しい直線が，大きい方の切片の軸に対するのと同じ比を

持つ。

なぜならば，軸に垂直で，中心は通らない平面によって切り取られた球状図形の任意の切片があるとせ

よ。さらに，軸を通っておかれた別の平面によってそれから切断された図形の切断線が鋭角円錐切断

［楕円］ΑΒΓである［命題 11(c)］として，さらに，その切断線の直径および球状体の軸が ΒΔ，中心が

Θであるとし，さらに，切片を切り取っている平面にある切断線が直線 ΑΓであるとせよ。それゆえ，

平面は軸に垂直であることが仮定されているから，それは ΒΖと直角をなすであろう［ユークリッド第

11 巻命題 18，定義 4］。さらに，その頂点が点 Βであり，球状体の半分より小さい，切片が切り取られ

たとし，ΖΗ = ΒΘであるとせよ。その頂点が Βである切片は，その切片と同じ底面，同じ軸を持っ

ている円錐に対して，ΔΗ : ΔΖと同じ比を持つことが証明されなければならない。
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命題 30　さらにまた，もし軸に垂直ではなく，中心を通っておかれてもいない平面によって球

状体が切断されるならば，その小さい方の切片はその球状体の切片と同じ底面，同じ軸を持ってい

る円錐の切片に対して，はじめの両切片の両頂点を結んでいる直線の半分と大きい方の切片の軸と

［の和］に等しい直線が大きい方の切片の軸に対するのと同じ比を持つであろう。

なぜならば，球状図形が，［命題に］言われるように，切断されるとせよ。そして，それが，軸を通っ

て，切断している平面に垂直な別の平面によって切断された図形の切断線が鋭角円錐切断［楕円］ΑΒΓ

である［命題 11(c)］とし，切断している平面にある直線が ΓΑであるとせよ。そして，直線 ΑΓに平行

な，点 Β，Ζにおいてその［鋭角］円錐切断に接している，直線 ΠΡ，ΣΤが引かれるとし，それらに

おいて直線 ΑΓがおかれた平面に垂直な平面が立てられるとせよ。それゆえ，それらは切片の頂点で

ある点 Β，Ζにおいて球状体に接するであろう［命題 16(b)］。それゆえ，両切片の両頂点を結んでい

る直線が引かれるとし，それが ΒΖ であるとせよ。それゆえ，それは中心を通るようになるであろう

［命題 16(c)］。そして，球状体および鋭角円錐切断の中心が Θ であるとせよ。いま，軸に垂直ではな

い平面によって切断された図形であることを仮定しているから，切断線は鋭角円錐切断であり，その

直径は ΓΑであろう［命題 14］。それゆえ，延長された直線 ΒΔの上に軸を持ち，その表面に直径 ΑΓ

の周りに描かれた鋭角円錐切断がある円柱［命題 9］，および，頂点として点 Βを持ち，その表面に直

径 ΑΓの周りに描かれた鋭角円錐切断がある円錐［命題 8］がとられるとせよ。それゆえ，そのような

円柱の断片は［球状体の］切片と同じ底面，同じ軸を，そして，円錐の切片は球状体の切片と同じ底

面，同じ軸を持つであろう。その頂点が Βである球状体の切片が，その球状体の切片と同じ底面，同

じ軸を持っている円錐の切片に対して，ΔΗ : ΔΖと同じ比を持つことが証明されなければならない。

さらに，ΖΗ = ΘΖであるとせよ。
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命題 31　何らかの球状体が軸に垂直であるが，しかし，中心を通らずにおかれた平面によって

切断されるとき，大きい方の切片は，その切片と同じ底面と同じ軸を持っている円錐に対して，球

状体の軸の半分と小さい方の切片の軸と［の和］に等しい直線が，小さい方の切片の軸に対するの

と同じ比を持つであろう。

任意の球状体が，［命題に］言われるように，切断されるとせよ。さらに，それが，軸を通って，切断し

ている平面に垂直な別の平面によって切断された図形の切断線が鋭角円錐切断［楕円］ΑΒΓであると

して，さらに，その直径および図形の軸が ΒΔ［命題 11(c)］，切断している平面にある直線が ΑΓで

あるとせよ。それゆえ，それは直線 ΒΔに垂直であろう。その頂点が点 Βである，大きい方の切片が

あるとし，球状体の中心が Θであるとせよ。それゆえ，直線 ΔΘに等しい直線 ΔΗ およびそれに等

しい ΒΖが付け加えられるとせよ。その頂点が Βである球状体の切片が，その切片と同じ底面，同じ

軸を持っている円錐に対して，ΕΗ : ΕΔが持つのと同じ比を持つことが証明されなければならない。

KA

Γ Λ

ZBΞΘEΔH

それゆえ，球状体がその中心を通り，軸に垂直な平面によって切断されるとし，それによって生じ

る円［命題 11(c)］の上に，頂点として点 Δ を持つ円錐がつくられるとせよ。それゆえ，球状体全体

は，底面として直径 ΚΛ の周りに描かれた円を，さらに，頂点として点 Δ を持っている［球状体

の］切片の 2 倍である［命題 18］。さらに，その切片は，その切片と同じ底面，同じ軸を持ってい

る円錐の 2 倍である［命題 27］。なぜならば，これは証明されているから。それゆえ，球状体全体

は，私たちが述べた，円錐の 4 倍である。しかし，この円錐は，底面として直径 ΑΓ の周りに描か

れた円を，さらに，頂点として点 Δ を持っている円錐に対して，比 ΘΔ : ΕΔ および ΚΘ2 : ΕΑ2

によって合成された比を持つ。しかし，ΚΘ2 : ΕΑ2 = ΒΘ × ΘΔ : ΒΕ × ΕΔ である［アポロニオ
ス第 1 巻命題 21］。それゆえ，ΞΔ : ΘΔ = ΘΔ : ΕΔ とせよ［ユークリッド第 6 巻命題 11］。それゆ

えまた，ΞΔ × ΒΘ : ΒΘ × ΘΔ = ΔΘ : ΔΕ であろう。さらに，ΞΔ × ΘΒ : ΒΘ × ΘΔ および
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ΒΘ×ΘΔ : ΒΕ×ΕΔによって合成された比は，ΧΔ×ΘΒ : ΒΕ×ΕΔが持つ比と同じである。それ
ゆえ，底面として直径 ΚΛの周りに描かれた円を，頂点として点Δを持っている円錐は，底面として

直径 ΑΓの周りに描かれた円を，頂点として点Δを持っている円錐に対して，ΞΔ×ΒΘ : ΒΕ× ΕΔ
と同じ比を持つ。しかし，底面として直径 ΑΓ の周りに描かれた円を，頂点として点 Δ を持ってい

る円錐は，その円錐と同じ底面と同じ軸を持っている球状体の切片に対して，ΒΕ × ΕΔ : ΖΕ × ΕΔ
と同じ比を持つ。それゆえ，球状体の半分の部分の中にある円錐は，球状体の，半分の部分より小さ

い，切片に対して，ΞΔ × ΒΘ が ΖΕ × ΕΔ に対するのと同じ比を持つ［ユークリッド第 5 巻命題 22］

。いま，球状体全体は，その球状体の半分の部分の中にある，円錐に対して，ΖΗ × ΞΔ : ΒΘ × ΞΔ
と同じ比を持ち (なぜなら，［ΖΗ = 4ΒΘ より，］どちらも一方の 4 倍であるから。)，球状体の半分

の部分の中にある，円錐は，球状体の半分の部分より小さい，切片に対して，ΞΔ × ΒΘ : ΖΕ × ΕΔ
と同じ比を持つから，さらに，球状体全体はその小さい方の切片に対して，ΖΗ × ΞΔ : ΖΕ × ΕΔ
と同じ比を持つであろうユークリッド第 5 巻命題 22］。それゆえまた，球状体の大きい方の切片は小

さい方［の切片］に対して，ΖΗ × ΞΔ − ΖΕ × ΕΔ : ΖΕ × ΕΔ と同じ比を持つ［ユークリッド第
5 巻命題 17］。しかし，ΖΗ × ΞΔ − ΖΕ × ΕΔ = ΞΔ × ΕΗ + ΖΕ × ΞΕ である。それゆえ，大き
い方の切片は小さい方［の切片］に対して，ΞΔ × ΕΗ + ΖΕ × ΞΕ : ΖΕ × ΕΔ と同じ比を持つ。
しかし，球状体の小さい方の切片は，［その切片と］同じ底面と同じ軸を持っている円錐に対して，

ΖΕ × ΕΔ : ΒΕ × ΕΔ と同じ比を持つ。そして，小さい方の切片の中にある円錐は，大きい方［の
切片］の中にある円錐に対して，ΒΕ × ΕΔ : ΒΕ2 と同じ比を持つ。なぜなら，それらは同じ底面

を持つので，互いに高さの比を持つから［ユークリッド第 12 巻命題 14］。それゆえ，球状体の大きい

方の切片はそれに内接された円錐に対して，ΞΔ × ΕΗ + ΖΕ × ΞΕ : ΒΕ2 と同じ比を持つ「ユーク

リッド第 5 巻命題 22］。さらに，これは，それが ΕΗ : ΕΔ を持つのと同じ理由である。なぜなら，

ΞΔ × ΕΗ : ΞΔ × ΕΔ = ΕΗ : ΕΔ であり，ΞΕ × ΖΕ : ΖΕ × ΘΕ = ΕΗ : ΕΔ であるから。なぜ

ならば，直線 ΞΔ，ΘΔ，ΔΕは比例していて，ΘΔ = ΗΔであるので，ΞΕ : ΘΕ = ΕΗ : ΕΔであ

るから。それゆえまた，ΞΔ × ΕΗ + ΖΕ × ΞΕ : ΞΔ × ΕΔ + ΖΕ × ΘΕ = ΕΗ : ΕΔ である。しか

し，ΕΒ2 = ΞΔ× ΕΔ+ ΖΕ×ΘΕである。なぜなら，ΒΘ2 = ΞΔ× ΕΔであり，ΒΘ = ΒΖより，

ΒΕ2 − ΒΘ2 = ΖΕ×ΘΕだから。それゆえ，球状体の大きい方の切片が，その切片と同じ底面と同じ
軸を持っている円錐に対して，ΕΗ : ΕΔと同じ比を持つことは明らかである。

命題 32　さらにまた，もし軸に垂直ではなく，中心を通っておかれてもいない平面によって球

状体が切断されるならば，その大きい方の切片は，［球状体の］切片と同じ底面と同じ軸を持って

いる円錐の切片に対して，はじめの両切片の両頂点を結んでいる直線の半分と小さい方の切片の軸

と［の和］に等しい直線が，小さい方の切片の軸に対するのと同じ比を持つであろう。

任意の球状体が，［命題に］言われるような，平面によって切断されるとせよ。そして，それが，軸を

通って，切断している平面に垂直な別の平面によって切断された図形の切断線が鋭角円錐切断［楕円］

ΑΒΓΔである［命題 11(c)］として，図形を切断している平面にある直線が ΓΑであるとせよ。そして，

直線 ΑΓ に平行な，鋭角円錐切断と点 Β，Δ で接する，直線 ΠΡ，ΣΤ が引かれるとし，それらから

ΑΓ がおかれた平面に平行な平面が立てられるとせよ。それゆえ，それらは球状体に点 Β，Δ におい

て接するであろう［命題 16(b)］し，それらの切片の頂点は Β，Δであろう。それゆえ，そのようにつ

くられた両切片の両頂点を結んでいる直線は中心を通るようになるであろうし，そして，中心が Θで

あるとし，その頂点が Βである切片が球状体の半分の部分より大きいとせよ。さらに，直線ΔΘに等

しい直線 ΔΗ およびそれに等しい ΒΖが付け加えられるとせよ。球状体の大きい方の切片が，その切

片と同じ底面，同じ軸を持っている円錐の切片に対して，ΕΗ : ΕΔが持つのと同じ比を持つことが証

明されなければならない。
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浮体について　第 1巻

Περὶ τῶν ὕδατι ἐϕισταμένων ἢ περὶ τῶν ᾿Οχουμένων

De iis, quae in humido vehuntur

仮定 1　液体とは次のような性質を持つものと仮定されるとせよ。すなわち，均一に，そして，

連続的に横たわっているそれ自身の部分のために，より小さく押されたものがより大きく押された

ものによって押し出され，そしてさらに，それ自身の部分の各々は，もし液体が何らか［のもの］

の中に沈んでいる，そして，別の何らか［のもの］によって押されるとするならば，鉛直［線］に

沿ってそれ自身の上方にある，液体によって押される，ようなものである。

定理 1 　命題 1 　もし何らか表面が平面によって切断されるとき，つねに同じ何らかの点を通

り，その切断面に［つねに］その［何らかの］点を中心として持っている円の周囲をつくるような，

平面によって切断されるならば，その表面は球面であろう。

なぜならば，点 K を通り，その切断面の上に K 自身を中心とする円の周囲をつくるような，平面に

よって切断された何らかの表面があるとせよ。それゆえ，もし表面が球面でないならば，中心から表

面に達している直線はすべてが等しくはないであろう。それゆえ，表面の上に，AK，KBが不等であ

る，点 A，B，G，Dがあるとし，KA，KBを通る平面が引かれ，表面の上に切断線 DABGをつく

るとせよ。

BA

D G

K

定理 2　命題 2　静止したままに留まっているすべての液体の表面は地球と同じ中心を持ってい

る球面の形をしているであろう。

なぜならば，液体が不動のままに留まっていると考えられるとし，地球の中心を通る平面によってそ

の表面が切断されるとせよ。さらに，地球の中心が Kであり，［液体の］表面にある切断線が ABGD

であるとせよ。それゆえ，私は，線 ABGDは円の周囲であり，K自身をその中心とする，と言う。
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定理 3　命題 3　液体と等しい大きさ［容積］で等しい重さである立体は，その液体の中に沈め

られると，決して液体の表面を超えることなく，さらに，より下部の方に向かわされることもない

ように，浸されるであろう。

なぜならば，もし可能ならば，液体の中にある，その液体と等しい重さの任意の量［立体］がその液

体自身の表面を超えることが証明される［とせよ］。さらに，液体は静止したままに留まっているとせ

よ。さらに，地球および液体の中心を通り，そして，その立体を通る，何らかの平面が引かれたと考

えられるとせよ。さらに，［その平面による］切断線は，液体の表面のそれが ABGDで，そして，留

まっている立体のそれが EZHT であり，さらに，地球の中心が K であるとせよ。さらに，その立体
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のうち，液体の中にある［部分］が BGHTで，そして，外部にある［部分］が BEZGであるとせよ。

そして，立体図形が，底面として液体の表面における平行四辺形を，頂点として地球の中心を持って

いる，角錐によって包まれたと考えられるとせよ。さらに，切断線は，その上に周囲 ABGDがある，

平面の上にあり，そして，［そこにおける］角錐の平面［側面］のそれが KL，KMであるとせよ。さ

らに，EZHTより下方の液体の中に，中心 Kの周りに別の球面 �� それが XOP �� が描かれる

とせよ。この平面の表面によって切断されるとせよ。さらに，立体を包んでいるのと等しくて相似な

別の角錐が，それ［最初の角錐］と連続してとられるとせよ。さらに，それ自身の平面［側面］の切断線

が KM，KNであるとし，そして，BHGTで表される立体に等しくて相似な量の，しかし，それ自身

は液体の中にある，液体 �� それが RSEY �� がその液体の中にとられたと考えられるとせよ。
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定理 4　命題 4　液体より軽い［比重が小さい］任意の立体は，その液体の中に沈められると，

その全体が浸されることはなく，しかし，それ自身のある程度［の部分］が液体の表面の外部にあ

るであろう。

なぜならば，液体より軽い立体があるとし，それがその液体の中に沈められたとせよ。もし可能なら

ば，その全体が浸されて，それ自身［の部分］は決して液体の表面の外部にはないとせよ。さらに，

液体は不動のままに留まっているとせよ。また，地球の中心を通り，その液体の間を，そして，その

立体を通る，何らかの平面が引かれたと考えられるとせよ。さらに，この平面によってそれらの表面

�� ABGDで表される液体の表面，さらに，Rが中にある図形によ［って表わされ］る立体［の表

面］ �� が切断されるとせよ。さらに，地球の中心が Kであるとせよ。さらに，前と同様に，図形

R を包んでいて，頂点として点 K を持っている，何らかの角錐が考えられるとせよ。さらに，AK，

KB に沿った平面［側面］が平面 ABG の表面によって切断されるとせよ。さらに，これに等しくて

相似な別の何らかの角錐がとられるとせよ。そして，KB，KGに沿った平面［側面］が平面 ABGに

よって切断されるとせよ。さらに，立体より下方の液体の中に，中心 Kの周りに別の何らかの球面が

描かれるとせよ。それが XOP で表される同じ平面によって切断されるとせよ。さらに，後者の角錐

において，Rで表される立体に等しい，Hで表される量が液体からとられたと考えられるとせよ。
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定理 5　命題 5　液体より軽い［比重が小さい］任意の立体は，その液体の中に沈められると，

浸された［立体の］大きさと同じだけの液体の大きさが，量［立体］全体と等しい重さを持つよう

な分だけ，その中に浸されるであろう。

前と同様に定められるとし，液体は不動であるとせよ。さらに，量［立体］EZHTは液体より軽いと

せよ。
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定理 6　命題 6　液体より軽い［比重が小さい］立体は，その液体の中に［何らかの］力で押し

下げられると，その量［立体］と等しい大きさを持っているその液体がその量［立体］の重さであ

るというほどの力によって，より高い［上の］方に運ばれる。

なぜならば，量［立体］Aが液体より軽いとせよ。さらに，その中に Aとある，量［立体］の重さが

Bであり，さらに，Aと等しい大きさを持っている液体の重さが BGであるとせよ。量［立体］Aは，

その液体の中に押し下げられると，重さが Gであるというほどの力によって，より高い［上の］方に

引き戻されることが証明されなければならない。なぜならば，その中に Dがある，量［立体］が Gに

等しい重さを持っていると理解されるとせよ。
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定理 7　命題 7　液体より重い［比重が大きい］［立体］は，その液体の中に沈められると，下

降しようとする限りは［どんどん］下方へと運ばれる［すなわち，底まで沈む］であろうし，そし

て，その液体の中では，その立体の大きさほどの大きさの，その液体が持つ重さの分だけ［本当の

重さより］軽いであろう。

確かに，下降しようとする限りは下方へと運ばれるであろうことは明らかである。なぜならば，それ

［立体］自身より下にある液体の部分は，立体は液体より重いと仮定されているから，そこにあるそれ

［立体］自身に等しい［液体の］部分より強く押されるはずだから。

さらに，述べられたように，［立体は本当の重さより］軽いであろうことが証明されるであろう。なぜ

ならば，任意の量［立体］があるとして，それが Aであり，それは液体より重いとし，さらに，その

中に Aとある，量［立体］の重さが BGであるとし，A自身に等しい大きさを持っている液体の重さ

が Bであるとせよ。その液体の中にある量［立体］Aは Gそのものに等しい重さをもつことが証明さ

れなければならない。なぜならば，その中に Dとある，別の任意の量［立体］がそれ自身と等しい大

きさの液体より軽いと理解されるとせよ。さらに，その中に Dとある量［立体］の重さが重さ Bに等

しいとし，量［立体］Dに等しい大きさを持っている液体の重さが重さ BGに等しいとせよ。その中

に A，Dとある量［立体］が合成されると，それらが一緒になった量［立体］は［それと等しい大きさ

の］液体に重さが等しいであろう。
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この命題は，こんにちではアルキメデスの原理といわれて，「流体の中におかれた物体はその物体

が排除した流体の重さに等しい浮力を受ける」というような形で述べられることがある。なお，

その浮力の向きは鉛直上向きである。

シラクサの王・ヒエロン 2世 (Hieron (Ιέρων)) は細工師に純金製の王冠の作成を依頼し，そのた

めの純金を渡した。細工師はその純金のうちのいくらかを銀に交換して，王冠を作成した。その

ことを伝え聞いたヒエロン 2世は事の真偽の調査をアルキメデスに依頼した。この命題は，その

調査・検討中に発見された，と伝えられている。詳しくは［6］pp.389�390参照。

仮定 2　液体の中で上方へと運ばれるものは，それら自身の重心を通って延長される，［液体の

表面に対する］垂線に沿って上方へと運ばれることが仮定されるとせよ。

定理 8　命題 8　もし球の部分の形を持っている，［液体より軽い，］任意の立体［すなわち球の

切片］が，その部分の底面が液体［の表面］に接しないように，その液体の中に沈められるならば，

その図形［球の切片］は，その部分の軸が［液体の表面に対する］垂線に一致するように，まっす

ぐに留まっているであろう。そして，もし図形［球の切片］が何らかのものによって，その部分の

底面が液体［の表面］に接するように，［その位置を］変えられ，次いでそれがやめられるならば，

それは［元の位置から］遠ざけられたままではなく，しかし，まっすぐ［な状態］に立て直される

であろう。

定理 9　命題 9　そしてそれゆえ，もし液体より軽い［比重が小さい］図形［球の切片］が，それ

自身の底面全体がその液体の中にあるように，その液体の中に沈められるならば，図形［球の切片］

は，その軸が［液体の表面に対する］垂線に一致するように，まっすぐに留まっているであろう。

なぜならば，［命題に］言われたような，任意の量［球の切片］が液体の中に沈められたと考えられる

とせよ。そしてまた，［球の切片の］部分の軸を通り，そして，地球の中心を通る，平面が引かれたと

考えられるとせよ。さらに，液体の表面にある切断線が［円の］周囲 ABGD であり，さらに，図形

［球の切片］の周囲が EZHで，［底面を表す］直線が EHであるとせよ。さらに，［球の切片の］部分

の軸が ZTであるとせよ。それゆえ，もし可能ならば，ZTが［液体の表面に対する］垂線に一致しな

いとせよ。それゆえ，図形［球の切片］はそのままではなく，まっすぐに立てられるであろうことが証

明されなければならない。
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浮体について　第 2巻

Περὶ τῶν ὕδατι ἐϕισταμένων ἢ περὶ τῶν ᾿Οχουμένων

De iis, quae in humido vehuntur

定理 1　もし液体より軽い［比重が小さい］任意の量［立体］がその液体の中に沈められるなら

ば，重さに関して，それはそれと等しい大きさの液体に対して，浸された量が全体の量に対して持

つ，比を持つであろう。

なぜならば，液体の中に，その液体より軽い任意の立体が沈められたとし，それが FAであるとせよ。

さらに，浸された［部分］が Aであり，液体の外部にある［部分］が Fであるとせよ。量［立体］FA

が，［それに］等しい大きさの液体に対して，重さに関して，Aが FAに対する比を持つことが証明さ

れなければならない。なぜならば，FAと等しい大きさの，何らかの量の液体 NIがあるとし，Fが N

に，さらに，Aが Iに等しいとせよ。そしてさらに，量［立体］FAの重さが Bであり，NIのそれが

ROで，Iのそれが Rあるとせよ。それゆえ，量［立体］FAは NIに対して，重さ Bが重さ ROに対

する比を持つであろう。
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定理 2　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，［その焦点を通るように，］その

軸まで［垂直に引かれた直線］の 1倍半［すなわち，直立辺の 4 分の 3］より大きくない軸を持ち，全体

として重さに関して液体に対する比を持っているとき，［その切片が］それ自身の底面が液体に接

しないようにその液体の中に沈められ，傾けられて置かれたとすると，それは傾けられたままでは

なくて，しかし，まっすぐに立て直されるであろう。まっすぐにとは，私は，それを切断したもの

［切断面］が液体の表面から等距離であるような部分になる［すなわち，切断面が液面と平行になる］とき

を言う。

［定理に］述べられたような直角円錐状体の部分［切片］があるとし，傾けられて横たわっているとせ

よ。それはそのままではなくて，しかし，まっすぐに立て直されることが証明されなければならない。
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この命題の仮定の部分を，Heath［3］(p.264) は，�If a right segment of a paraboloid of

revolution whose axis is not greater than 3
4
p (where p is the principal parameter of the
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generating parabola), and whose speci�c gravity is less than that of a �uid, ...�として，上

の図で，ON ̸> 3
4
pとしている。

また，Peyrard［11］(p.383) は，�Lorsqu'un segment droit d'un conoïde parabolique n'a pas

son axe plus grand que trois fois la moitié du demi-paramètre; si ce segment, quelle que

soit sa pesanteur par rapport a celle d'un �uide, ...�としている。

直立辺や焦点の概念はアポロニオス以後のものであり，アルキメデスはそれらを用いていない。

放物線の場合，直立辺は，その焦点を通り，その軸に垂直な直線が，その放物線によって切り取

られた線分に等しいから，焦点を通るように，放物線上の点からその軸まで垂直に引かれた線分

は直立辺の半分になる。だから，その 1倍半なら直立辺の 4分の 3である。

なお，放物線を y2 = 4pxで表すとき，xの係数 4pが直立辺の長さ。

定理 3　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，［その焦点を通るように，］その

軸まで［垂直に引かれた直線］の 1倍半より大きくない軸を持ち，全体として重さに関して液体に

対する比を持っているとき，［その切片が］それ自身の底面全体が液体の中にあるようにその液体

の中に沈められ，傾けられて置かれたとすると，それは傾けられたままではなくて，しかし，その

軸が［液体の表面に対する］垂線と一致するように立て直されるであろう。

［定理に］述べられたような直角円錐状体の部分［切片］があるとし，その底面がその液体の中にある

とせよ。さらに，それが軸を通る平面によって液体の表面に対して直角に切断されると，切断線は直

角円錐切断［放物線］APOLであり，さらに，その部分［切片］の軸および切断線の直径が PF，液体

の表面にある切断線が ISであるとせよ。そして，もしその部分［切片］が傾けられて横たわっている

ならば，その軸は［液面に対する］垂線と一致しないであろう。それゆえ，ISに対する角 PFは等し

くならないであろう。
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定理 4　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，液体より軽く［比重が小さく］，

［その焦点を通るように，］その軸まで［垂直に引かれた直線］の 1倍半より大きい軸を持つとき，

もしそれが，重さに関して，［それと］等しい大きさの液体に対して，その［軸による］正方形が，

その軸がその軸までの 1倍半より大きい［というその］超過分による［正方形］に対して持つ［比］

より小さくない比を持つならば，その底面が液体に接しないようにその液体の中に沈められ，傾け

られて置かれたとすると，それは傾けられたままではなくて，しかし，まっすぐに立て直されるで

あろう。

［定理に］述べられたような直角円錐状体の部分［切片］があるとし，それが液体の中に沈められ，も

し可能ならば，まっすぐにではなく，傾けられているとせよ。さらに，それが軸を通り液体の表面に

直角な平面によって切断されると，切断線は直角円錐切断［放物線］APOLであり，さらに，その部

分［切片］の軸が NOで，液体の表面にある切断線が ISであるとせよ。それゆえ，もしその部分［切

片］がまっすぐでないならば，ISに対する角 NOは等しくならないであろう。
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定理 5　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，液体より軽く［比重が小さく］，

［その焦点を通るように，］その軸まで［垂直に引かれた直線］の 1倍半より大きい軸を持つとき，

もしそれが，重さに関して，［それと等しい大きさの］液体に対して，その軸による正方形の，そ

の軸がその軸までの 1倍半より大きい［というその］超過分による正方形より，大きい超過分が，

その軸による正方形に対して持つ［比］より大きくない比を持つならば，それ自身の底面全体が液

体の中にあるようにその液体の中に沈められ，傾けられて置かれたとすると，それは傾けられたま

まではなくて，しかし，その軸が［液体の表面に対する］垂線と一致するように立て直されるであ

ろう。

なぜならば，［定理に］述べられたような任意の部分［切片］が液体の中に沈められるとし，その底面

全体が液体の中にあるとせよ。さらに，軸を通り液体の表面に直角な平面によって切断されると，切

断線は直角円錐切断［放物線］であろうし，それが APOLであるとし，さらに，その軸および切断線

の直径が NOで，液体の表面にある切断線が ISであるとせよ。そして，その軸は［液体の表面に対す

る］垂線と一致していないから，ISに対する角 NOは等しくならないであろう。
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直立辺を 4pで表すとき，この命題の仮定の部分は · · · · · ·
軸が軸までの線分の 1倍半より大きいとしているから，ON > 3p = 3

4
(4p)。

だから，切片 : 液体 ̸>
{
ON2 − (ON− 3p)2

}
: ON2 ということ。
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定理 6　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，液体より軽く［比重が小さく］，

［その焦点を通るように，その軸まで垂直に引かれた直線の］1倍半より大きい軸を持ち，さらに，

それ［軸］が軸までのそれ［直線］に対して，15が 4に対して持つ［比］より小さい比を持つと

き，それ自身の底面が液体［の表面］に接するようにその液体の中に沈められたとすると，それ自

身の底面がただ 1つの点において液体［の表面］に接するように傾いて留まることは決してないで

あろう。

［定理に］述べられたような部分［切片］があるとし，それが液体の中に沈められて，その底面がただ

1つの点において液体［の表面］に接するように留まるとせよ。さらに，軸を通って液体の表面に直角

な平面によって切断されるとき，部分［切片］の表面にある切断線は直角円錐切断［放物線］APOL

であるとせよ。さらに，液体の表面にある［切断線］が AS で，軸および部分［切片］の直径が NO

で，そして，OFが FNの 2倍であるようにように Fにおいて，NOが FΩに対して 15が 4に対す

る比を持つように Ω において，切断されるとし，そして，NO 自身が ΩK に引き寄せられるとせよ。

さらに，NOは FΩに対して，軸までのそれ［直線］に対するより大きい比を持つ［とせよ］。FBが

軸までのそれ［直線］に等しいとし，PCが切断線 APOLに接している ASと等距離に，さらに，PI

が NOと等距離に引かれるとせよ。
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定理 7　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，液体より軽く［比重が小さく］，

［その焦点を通るように，］その軸まで［垂直に引かれた直線］の 1倍半より大きい軸を持ち，さら

に，それ［軸］がその軸までのそれ［直線］に対して，15が 4に対するより小さい比を持つとき，

それ自身の底面全体が液体の中にあるようにその液体の中に沈められたとすると，それ自身の底面

が液体の表面に接していて，しかし，その全体が液体の中にあり，ただ 1つの点において［液体の］

表面に接することがないように留まることは決してないであろう。

［定理に］述べられたような部分［切片］があるとし，述べられたようにそれが液体の中に沈められ，

その底面が液体の表面に接するように留まるとせよ。それはそのままではなくて，しかし，その底面

が，ただ 1つの点においてではなく，液体の表面に接するように回転されることが証明されなければ

ならない。なぜならば，それが液体の表面に直角な平面によって切断されるとき，切断線が直角円錐切

断［放物線］APOLであるとせよ。さらに，液体の表面にある切断線が SLで，部分［切片］の軸お

よび直径が PFであるとせよ。Iがあるとせよ。さらに再び，PFが，RPが RFの 2倍であるような

Rにおいて，さらに，PFが RΩに対して 15が 4に対する比を持っている Ωにおいて，切断される

とし，そして，PFの向こうに直線 ΩKが引かれるとせよ。さらに，RΩは軸までのそれ［直線］より

小さいであろう。それゆえ，軸までのそれ［直線］は RHに等しいと理解され，SLと等距離にあり，
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点 Oにおいて切断線に接している COが引かれ，そして，NOと PFが等距離であるとせよ。
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定理 8　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，［その焦点を通るように，］その

軸まで［垂直に引かれた直線］の 1倍半より大きい軸を持ち，さらに，それ［軸］がその軸までの

それ［直線］に対して，15が 4に対して持つ［比］より小さい比を持つとき，もしその重さが［そ

れと等しい大きさの］液体に対して，その軸がその軸までの 1倍半より大きい超過分による正方形

が，軸による正方形に対して持つ［比］より小さい比を持つならば，それ自身の底面が液体に接し

ないようにその液体の中に沈められたとすると，その軸が液体の表面に対して，［以下で］述べら

れるであろう，それ［角］に等しい角をつくらない限り，まっすぐに立て直されることもなく，傾

いたままに留まることもないであろう。

［定理に］述べられたような部分［切片］があるとし，BDがその軸に等しく，BKが KDの 2倍であ

り，さらに，RK がその軸までのそれ［直線］に等しいとせよ。さらに，CB が BR の 1 倍半である

とせよ。さらに，重さに関して，部分［切片］は［それと等しい大きさの］液体に対して，FQによる

正方形が DBによるそれに対して持つ［のと同じ］比を持つとせよ。さらに，Fは Qの 2倍であると

せよ。それゆえ，FQ は DB に対して，CB が BD に対して持つ［比］より小さい比を持つことは明

らかである。なぜならば，CBは軸が軸までのそれ［直線］の 1倍半より大きい超過分であるから。ゆ

えに，FQは BCより小さいであろう。それゆえ，Fは BRより小さい。さらに，RXは Fに等しく，

BDの上方に，その［平方］が KR，BXによる［長方形］の半分である，直線 XEが引かれ，BEが

結ばれるとせよ。述べられたように液体の中に沈められた部分［切片］がその軸が液体の表面に対し

て角 EBXに等しい角をつくるように傾いて留まるであろうことが証明されなければならない。
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定理 9　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，［その焦点を通るように，］その

軸まで［垂直に引かれた直線］の 1倍半より大きい軸を持ち，さらに，それ［軸］が［その軸まで

の直線に対して，］15が 4に対して持つ［比］より小さい比を持ち，そして，重さに関して，それ

が［それと同じ大きさの］液体に対して，その軸による正方形が，その軸がその軸までのそれ［直

線］の 1倍半より大きい超過分による正方形より大きい，超過分がその軸による正方形に対して持

つ［比］より大きい比を持つとき，それ自身の底面全体が液体の中にあるように沈められ，傾けら

れて置かれたとすると，その軸が液体の表面に対して前と同様に受け入れられた［角］に等しい角

をつくらない限り，その軸が垂直になる［ように立て直される］こともなく，傾いたままに留まる

こともないであろう。

［定理に］述べられたような部分［切片］があるであろうとし，DBがその部分［切片］の軸に等しく，

BKが KDの 2倍であり，KRが軸までのそれ［直線］に等しく，さらに，CBが BRの 1倍半であ

るようにおかれるとせよ。さらに，重さに関して，その部分［切片］は［同じ大きさの］液体に対し

て，BDによる正方形が FQによる正方形を超える超過分が BDによる正方形に対する比を持つ［と

せよ］。さらに，Fが Qの 2倍であるとせよ。それゆえ，BDによる正方形が BCによる正方形を超え

る超過分は BDによる正方形に対して，BDによる正方形が FQによる正方形を超える超過分が BD

による正方形に対する［比］より小さい比を持つことは明らかである。なぜならば，BC はその部分

［切片］の軸がその軸までのそれ［直線］の 1倍半より大きい超過分であるから。ゆえに，BDによる
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正方形が FQ によるそれを超える大きさは BD による正方形が BC による正方形を超える［大きさ］

より小さい。それゆえ，FQ は BC より小さい。ゆえに，F は BR より［小さい］。それゆえ，F が

RXに等しいとし，KR，XBによって囲まれる［長方形］の中項である，直線 XEが BDの上方に引

かれるとせよ。私は，部分［切片］がその底面全体が液体の中にあるように沈められると，その軸は液

体の表面に対して角 Bと等しい角をつくるようになる，と言う。

PY

S

H
Ω

Z

M
T

G

IC

A

N

L

O

DKCRXB

E

QF

PY

O
S H

Ω

Z

M

T

G

I
C

A

N

L

E

BXRCKD

QF

定理 10　直角円錐状体の［任意の］まっすぐな部分［切片］が，液体より軽く［比重が小さく］，

その軸がその軸までのそれ［その焦点を通るように軸に垂直に引かれた直線］に対して 15が 4に

対して持つ［比］より大きい比を持つような軸を持つとき，それ自身の底面が液体に接しないよう

に液体の中に沈められると，あるときはまっすぐに留まるであろうし，さらに，あるときは傾けら

れ［て留まるであろうし］，そして，あるときはそれ自身の底面がただ 1つの点において液体の表

面に接するように傾けられ［て留まるであろうし］ �� そして，このことは 2つの場合について

扱うであろう �� ，そして，あるときはそれ自身の底面がより大きな部分について浸されるよう

に傾けられて留まるであろうし，さらに，あるときはそれ自身の底面が 1つ［の点］において液体

の表面に接しないように［傾けられて留まるであろう］。さらに，［これらのそれぞれの場合につい

て］それ［切片］は［それと同じ大きさの］液体に対して，重さに関して，［何らかの］比を持つこ

とも併せて，これらのそれぞれが証明されるであろう。
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［定理に］述べられたような部分［切片］が

あるとし，それが液体の表面に直角な平面に

よって切断されるとき，その表面における切

断線が直角円錐切断［放物線］APOLであり，

さらに，その軸および切断線の直径が BDで

あるとせよ。さらに，BDが，BKが KDの

2 倍であるような，［点］K において，さら

に，BDが KCに対して 15が 4に対して持

つ［のと同じ］比を持つような，［点］Cにお

いて，切断されるとせよ。それゆえ，KCが

軸までのそれ［直線］より大きいことは明ら

かである。KRが軸までのそれ［直線］に等

しいとし，その KRが DSの 1倍半であると

せよ。すると，SB は BR の 1 倍半である。

さらに，ABが結ばれるとし，そして，CEが

まっすぐに延長されると EZが BDと等距離

に引かれるとし，そのうえ，ABが Tにおい

て 2 つの等しい部分に切断されると BD と

等距離に TH が引かれるとし，そして，AE

が直径 EZの周りの，ATが直径 THの周り

の，［それぞれ］AEI，ATDが部分 ABLに

相似であるような，直角円錐切断［放物線］

であると理解されるとせよ。さらに，［直角］

円錐切断［放物線］AEI は K を通るように描かれるであろう。さらに，R から延長された直線に

よって AEI を切断する。Y，G において切断するであろう。Y，G を通って BD と等距離に OGN，

PYQが引かれるとせよ。さらに，［直角円錐］切断 ATDが X，Fにおいて切断されるであろう。さ

らに，［直角円錐］切断 APOLに O，Pにおいて接している PΦ，OXが引かれるとせよ。3つの部分

APOL，AEI，ATDが，直線から，そして，直角円錐切断から，それぞれの底辺の上にまっすぐに，

相似に，不等に，そして，接するように引かれ，さらに，Nから NXGOが，そして，Qから QFYP

が引かれると，ゆえに，OGは GXに対して，ILが LAに対して持つ，そして，ADが DIに対して

持つ，［それら 2つの］比によって合成された比を持つ。さらに，LIは LAに対して 2が 5に対する

［比］を持つ。なぜならば，CBが BDに対して 6が 15に，すなわち 2が 5に，対する比を持ち，CB

が BDに対して EBが BAに対する，そして，DZが DAに対するようであるから。さらに，これら

の DZ，DA の 2 倍は LI，LA である。さらに，AD は DI に対して 5 が 1 に対する比を持つ。さら

に，2が 5に対して持つ比から，そして，5が 1に対して持つ比から，合成された比は，2が 1に対し

て持つのと同じ比である。ゆえに，GO は GX の 2 倍である。それゆえ，同様に，PY は YF［の 2

倍］である。それゆえ，DSは KRの 1倍半であるから，BSが，軸が軸までのそれ［直線］の 1倍半

より大きい，超過分であることは明らかである。

場合 1　もし部分［切片］が液体に対して，重さに関して，BSによる正方形が BDによるそれに対す

る比，あるいはそれより大きな比を持つならば，その底面が液体に接しないように液体の中に沈めら

れた部分［切片］はまっすぐに留まるであろう。

場合 2 　もし部分［切片］が液体に対して，重さに関して，SB による正方形が BD による正方形に

対して持つ比より小さい比を持ち，さらに，XOによる正方形が BD によるそれに対して持つより大

きい比を持つならば，底面が液体に接するように傾けられて液体の中に沈められると，その底面が液

体の表面に決して接することなく，そして，その軸の液体の表面に対する角が角 Xより大きいように，

傾けられて留まるであろう。

場合 3　その 1　もし部分［切片］が液体に対して，重さに関して，XOによる正方形が BDによる

それに対する持つ比を持つならば，底面が液体に接しないように傾けられて液体の中に沈められると，
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底面がただ 1つの点において液体の表面に接し，そして，軸と液体の表面がつくる角が角 Xに等しい

ように傾けられたままであろう。

場合 3　その 2　もし部分［切片］が液体に対して，重さに関して，PFによる正方形が BDによる

正方形に対して持つ比を持つならば，底面が液体に接しないように傾けられて液体の中に沈められる

と，底面がただ 1つの点において液体の表面に接し，そして，軸がそれとつくる角が角 Φに等しいよ

うに傾けられて留まるであろう。

場合 4　もし部分［切片］が液体に対して，重さに関して，FPの平方が BDの平方に対するより大き

い［比を持ち］，そのうえ，XOの平方が BDの平方に対するより小さい比を持つならば，液体の中に

沈められて，底面が液体に接しないように傾けられると，底面が液体の中により大きく浸されるよう

に傾けられたままであろう。

場合 5　もし部分［切片］が液体に対して，重さに関して，FPによる正方形が BDによる正方形に対

して持つより小さい比を持つならば，液体の中に沈められて，底面が液体に接しないように傾けられ

て置かれると，軸が液体の表面に対してつくる角が角 Φより小さく，さらに，底面がただ 1つの点に

おいて液体の表面に接しないように傾けられて留まるであろう。
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エラトステネスに宛てた，機械学的な定理についてのアルキメデスの方法
Ἀρχιμήδους Περὶ τῶν Μηχανικῶν Θεωρημάτων πρὸς ᾿Ερατοσθένην ῎Εϕοδος

Archimedis De Mechanicis Propositionibus ad Eratosthenem Methodus

レンマ 1　もし，ある量からある量が切り取られ，全体の量の重心と切り取られる量の重心が同

一の点であるなら，残りの量の重心もその同じ点である。

レンマ 2　もし，ある量からある量が切り取られ，全体の量の重心と切り取られる量の重心が同

一の点でないなら，残りの量の重心は，全体の量の重心と切り取られる量の重心を結んだ直線上に

あり，それは次のような点である。すなわち，その直線が (全体の量の重心側に) 延長され，延長

された直線から，切り取られた量の重さが残りの量の重さに対してもつような比を，上述の両重心

間の距離に対してもつ線分が切り取られるとき，その切り取られた線分の端点になる点である。

レンマ 3　もし，任意の個数の量の重心が同じ直線上にあるならば，それらすべての量から構成

される量の重心も，その同じ直線上にあるであろう。

レンマ 4　すべての線分の重心は，その線分の 2等分点である。

レンマ 5　すべての三角形の重心は，その三角形の頂点から (対) 辺の中点に引かれた直線が互

いに交わる点である。

レンマ 6　すべての平行四辺形の重心は，(2つの) 対角線が交わる点である。

レンマ 7　円の重心は，その円の中心である。

レンマ 8　すべての円柱の重心は，その軸の 2等分点である。

レンマ 9　すべての角柱の重心は，その軸の 2等分点である。

レンマ 10　すべての円錐の重心は，その軸上にあって，かつ，この軸を，頂点に近い方の軸の

切片が残りの部分の 3倍になるように分ける点である。

レンマ 11　もし，任意の個数の (第一の) 諸量と，それと同じ個数の別の (第二の) 諸量があり，

その (第一の諸量の中の連続した) 2つの量が，それらと対応するように取られた (第二の諸量の中

の) 2つの量と順々に同じ比をもち，さらに，第一の諸量のすべてか，またはいくつかの量が，(第

三の) 別の諸量の中の対応する量に対して，ある任意の比をもっていて，そして，これと同じ比を，

第二の諸量が (第四の) 別の諸量の中の対応する量に対してもつならば，第一の諸量の和は，第三

の諸量の中の対応する量の和に対して，第二の諸量の和が，第四の諸量の中の対応する量の和に対

するのと同じ比をもつ。

命題 1　線分 ΑΓと直角円錐切断［放物線］ΑΒΓによって囲まれた切片 ΑΒΓがあるとして，ΑΓ

がΔで 2等分され，ΔΒΕが (直角円錐切断の) 直径に平行に引かれ，ΑΒ，ΒΓが結ばれたとせよ。

(直角円錐切断の) 切片 ΑΒΓは，三角形 ΑΒΓの 1 1
3 倍であると主張する。

直線 ΑΖが点 ΑからΔΒΕに平行に引かれ，(直角円錐切断の) 切片への接線 ΓΖが点 Γから引かれた

とせよ。ΓΒが Κの方へ延長され，ΚΘが ΓΚに等しくとられたとせよ。いま，ΓΘは天秤の横木で，

Κがその中心であると想定しよう。そして，ΜΞは ΕΔに平行な任意の直線であるとせよ。
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命題 2　すべての球は，球の大円に等しい底面と，球の半径に等しい高さをもつ円錐の 4倍であ

る。また，球の大円に等しい底面と，球の直径に等しい高さをもつ円柱は，球の 1 1
2 倍である。

大円が円 ΑΒΓΔであるような任意の球があるとせよ。ΑΓ，ΒΔを，(球の大円の) 互いに直角をなす

直径とする。いま，球の中に，円 ΑΒΓΔに垂直な，直径が ΒΔの円があるとせよ。(円 ΑΒΓΔに) 垂

直なこの円を底面とし，頂点 Α の円錐が描かれたとせよ。そして，その円錐の (側) 面が延長され，

(延長されて出来た) 円錐が，Γを通って，底面に平行な平面によって切られたとせよ。すると，ΑΓに

垂直な円が出来て，その直径は ΕΖである。この円を底面として，ΑΓに等しい軸をもつ円柱が描かれ

たとせよ。円柱の母線を ΕΛ，ΖΗとし，ΓΑが延長され，ΑΘが ΓΑに等しくとられたとせよ。いま，

ΓΘが天秤の横木であると想定され，その中点が Αであるとする。さて，ΒΔに平行な，任意の直線

ΜΝ が引かれ，このΜΝ が，円 ΑΒΓΔ を Ξ，Ο において，直径 ΑΓ を Σ において，線分 ΑΕ を Π

において，ΑΖを Ρにおいて，それぞれ切るとせよ。直線ΜΝ上に，ΑΓに垂直な平面を描くと，そ

の平面は，断面として，円柱の中に直径ΜΝの円を，球 ΑΒΓΔの中に直径 ΞΟの円を，円錐 ΑΕΖの

中に直径 ΠΡの円を作るであろう。
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ところで，ΓΑ，ΑΣ に囲まれた長方形は，ΜΣ，ΣΠ に囲まれた長方形に等しい。なぜなら，ΑΓ は

ΣΜ と，ΑΣ は ΠΣ と等しいから。そして，ΑΞ 上の正方形，すなわち，ΞΣ 上の正方形と ΣΠ 上の

正方形との和は，ΓΑ，ΑΣに囲まれた長方形に等しい。したがって，ΜΣ，ΣΠに囲まれた長方形は，

ΞΣ上の正方形と ΣΠ上の正方形との和に等しい。また，ΓΑが ΑΣに対するように，ΜΣは ΣΠに対

する。そして ΓΑは ΑΘに等しい。それゆえ，ΘΑが ΑΣに対するように，ΜΣは ΣΠに，すなわち，

ΜΣ上の正方形は，ΜΣ，ΣΠに囲まれた長方形に対する。ところで，ΞΣ上の正方形と ΣΠ上の正方

形の和が，ΜΣ，ΣΠに囲まれた長方形に等しいことはすでに示されている。それゆえ，ΑΘが ΑΣに

対するように，ΜΣ 上の正方形は，ΞΣ 上の正方形と ΣΠ 上の正方形の和に対する。ところで，ΜΣ

上の正方形が，ΞΣ上の正方形と ΣΠ上の正方形の和に対するように，ΜΝ上の正方形は，ΞΟ上の正
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方形と ΠΡ上の正方形の和に対する。そして，ΜΝ上の正方形が，ΞΟ上の正方形と ΠΡ上の正方形

の和に対するように，円柱の中の直径ΜΝの円は，円錐の中の直径 ΠΡの円と，球の中の直径 ΞΟの

円との両者の和に対する。したがって，ΘΑ が ΑΣ に対するように，円柱の中の円は，球の中の円と

円錐の中の円との和に対する。そこで，ΘΑ が ΑΣ に対するように，円柱の中の円自体は，そのまま

の位置で，Θがそれぞれの重心であるように移されて置かれた直径 ΞΟ，ΠΡの円の両方の和に対する

から，それらは点 Αに関して釣り合うであろう。同様に，別の直径が，平行四辺形 ΛΖの中に，ΕΖに

平行に引かれ，その直線上に，ΑΓに垂直な平面が立てられると，円柱の中に出来る円は，そのままの

位置で，Θがそれぞれの重心であるように天秤の横木上で Θに移されて置かれた，球の中に出来る円

と円錐の中に出来る円との両方の和に，点 Αに関して釣り合うことが示されるであろう。そこで，円

柱と球と円錐が，(断面として出来た) とられた円によって (それぞれが) 満たされるとき，円柱は，そ

のままの位置で，Θがそれらそれぞれの重心であるように天秤の横木上で移されて置かれた球と円錐

の両者に，点 Αに関して釣り合うであろう。そこで，円柱が，その重心が Κになるようにそのままの

位置に置かれ，一方，球と円錐が，先に述べられたように，それらの重心が Θになるように移される

と，これらの立体は，点 Αに関して釣り合うのであるから，ΘΑが ΑΚに対するように，円柱は，球

と円錐との和に対するであろう。ところで，ΘΑは ΑΚの 2倍である。それゆえ，円柱は，球と円錐

との和の 2倍である。そして，円柱は，その円錐の 3倍である。したがって，3つの円錐は，その円錐

2つと，球 2つとの和に等しい。共通である 2つの円錐が取り去られると，軸を通る三角形が ΑΕΖで

あるような円錐 1 つは，先に言われた球 2 つに等しい。ところで，軸を通る三角形が ΑΕΖ であるよ

うな円錐は，軸を通る三角形が ΑΒΔであるような円錐 8つに等しい。なぜなら，ΕΖは ΒΔの 2倍

であるから，それゆえ，いま言われたような円錐 8つが，球 2つに等しい。したがって，その大円が

円 ΑΒΓΔの球は，頂点が Αで，底面が ΑΓに垂直な直径 ΒΔの円であるような円錐の 4倍である。

次に，点 Β，Δから，平行四辺形 ΛΖの中で，ΑΓに平行に直線 ΦΒΧ，ΨΔΩが引かれたとし，底面

が，直径 ΦΨ，ΧΩの円で，軸が ΑΓであるような円柱が考えられたとせよ。さて，軸を通る平行四辺

形が ΦΩ であるような円柱は，軸を通る平行四辺形が ΦΔであるような円柱の 2 倍である。そして，

後者の円柱自体は，『原論』の中で示されているように，軸を通る三角形が ΑΒΔであるような円錐の

3倍である。それゆえ，軸を通る平行四辺形が ΦΩであるような円柱は，軸を通る三角形が ΑΒΔ で

あるような円錐の 6倍である。ところで，大円が円 ΑΒΓΔである球は，そうした円錐の 4倍であるこ

とが先に示されていた。したがって，円柱は球の 1 1
2
倍である。このことが示すべきことであった。

すべての球は，底面として (球の) 大円をもち，高さとして球の半径をもつ円錐の 4倍であるこ
とが見出されたあとで，すべての球の表面は，球の大円の 4倍であるという考えが導けた。なぜな
ら，すべての円は，底面としてその円周に (に等しい線分) をもち，高さとして円の半径に等しい線分をもつ

三角形に等しいのであり，また，すべての球は，底面としてその球の表面 (に等しい平面) をもち，高さとし

て球の半径に等しい線分をもつ円錐に等しいのであるという想定が成り立つからである。

命題 3　球状体の大円に等しい底面をもち，球状体の軸に等しい高さをもつ円柱は，この球状体

の 1 1
2 倍である。［さらに，］すべての球状体は，その中心を通り，その軸に垂直な平面によって切

られると，(そのとき出来る) 球状体の半分である切片は，その切片と同じ底面をもち，同じ軸をも

つ円錐の 2倍である。

ある任意の球状体が，その軸を通る平面によって切られ，その平面の中に (断面として) 鋭角円錐切断

［楕円］ΑΒΓΔを作るとせよ。その (鋭角円錐切断の) 直径が ΑΓ，ΒΔであり，その中心が Κである

とせよ。そして，球状体の中に，ΑΓ に垂直な直径 ΒΔ の円があるとする。その円を底面にもち，点

Αを頂点に持つ円錐が想定され，その (円錐の側) 面が延長されて，(延長されて出来た) 円錐が，Γを

通り，底面に平行な平面によって切られるとせよ。そのとき，断面は，ΑΓに垂直な，直径が ΕΖであ

るような円になるであろう。そして，底面として，直径が ΕΖであるこの円をもち，軸として線分 ΑΓ

をもつ円柱があるとせよ。いま，ΓΑが延長されて，ΑΘが ΓΑに等しくとられたとせよ。そして，ΘΓ

が，その中心が点 Αである天秤の横木と想定されるとせよ。さて，平行四辺形 ΛΖの中に，ΕΖ に平

行に，任意の直線ΜΝが引かれたとせよ。そして，ΜΝの上に，ΑΓに垂直な平面を描くと，その平
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面は，断面として，円柱の中に直径ΜΝの円を，球状体の中に直径 ΞΟの円を，円錐の中に直径 ΠΡ

の円を作るであろう。
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命題 4　軸に垂直な平面によって切りとられた直角円錐状体のすべての切片は，その切片と同じ

底面と同じ軸をもつ円錐の 1 1
2 倍である。

直角円錐状体があるとして，その軸を通る平面によって切られたとせよ。そのとき，断面として，そ

の平面の中に，直角円錐切断［放物線］ΑΒΓを作るとせよ。次に，(直角円錐状体が) 軸に垂直なもう

一つの平面によって切られたとし，ΒΓ をそれら (2 つ) の平面が交わる交線とせよ。ΔΑ がその (直

角円錐状体の) 切片の軸であるとし，ΔΑが Θまで延長されて，ΑΘが ΑΔに等しくとられたとせよ。

いま，ΔΘを，その中点が Αである天秤の横木であると考えよ。そして，(直角円錐状体の) 切片の底

面が，ΑΔに垂直な，直径 ΒΓの円であるとせよ。さらに，底面として直径 ΒΓの円を，頂点として点

Α をもつ円錐を考えよ。また，底面として直径 ΒΓ の円を，軸として ΑΔ をもつ円柱があるとせよ。

さて，平行四辺形 (ΕΓ) の中に，任意の直線ΜΝが ΒΓに平行に引かれたとし，ΜΝ上に，ΑΔに垂

直な平面を立てるとせよ。そのとき，この平面は，円柱の中に直径ΜΝの円を，直角円錐状体の切片

の中に直径 ΞΟの円を，断面として作るであろう。
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命題 5　軸に垂直な平面によって切りとられた直角円錐状体の切片の重心は，この切片の軸であ

る線分上にあり，かつ，この線分を，(直角円錐状体の) 頂点に近い方の部分が，残りの部分の 2倍

になるように分割する点である。

軸に垂直な平面によって切りとられた直角円錐状体の切片があるとして，その切片が，軸を通るもう

一つの平面によって切られたとせよ。そのとき，断面として，その平面の中に，直角円錐切断［放物
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線］ΑΒΓを作るとせよ。そして，(直角円錐状体の) 切片を (軸に垂直に) 切る平面と，もう一つの (軸

を通って) 切る平面が交わる交線を ΒΓ とし，(直角円錐状体の) 切片の軸，および (直角円錐) 切断

ΑΒΓの直径を線分 ΑΔとせよ。いま，ΔΑが延長されて，ΑΘが ΑΔに等しくとられたとせよ。そ

して，ΔΘを，その中点が Αである天秤の横木であると考えよ。さらに，(直角円錐状体の) 切片の中

に内接された，母線が ΒΑ，ΑΓであるような円錐があるとせよ。さて，直角円錐切断の中に，ΒΓに

平行に，任意の直線 ΞΟが引かれたとせよ。そのとき，その直線は，直角円錐切断を点 Ξ，Οで，円

錐の母線を点 Π，Ρで切るとせよ。
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命題 6　すべての半球の重心は，その (半球の) 軸である線分上にあり，かつ，この線分を，半

球の表面に近い方の部分が，残りの部分に対して，5が 3に対するのと同じ比をもつように分割す

る点である。

球があって，中心を通る平面によって切られたとせよ。そして，その平面の中に出来る断面を円ΑΒΓΔ

とし，ΑΓ，ΒΔをその円の互いに直交する直径とせよ。いま，ΒΔの上に，ΑΓに垂直な平面を作り，

底面として直径 ΒΔの円をもち，頂点として点 Αをもつ円錐があるとし，ΒΑ，ΑΔをその円錐の母

線とせよ。さて，ΓΑが延長され，ΑΘが ΓΑに等しくとられ，線分 ΘΓを，その中点が Αである天秤

の横木であると考えよ。ところで，半円 ΒΑΔの中に，ΒΔに平行に，任意の直線 ΞΟが引かれると

せよ。そのとき，その直線は，半円の周を点 Ξ，Οで，円錐の母線を点 Π，Ρで，線分 ΑΓを点 Εで

切るとせよ。いま，ΑΕ に垂直な平面を ΞΟ 上に作ると，この平面は，断面として，半球の中に直径

ΞΟの円を，円錐の中に直径 ΠΡの円を作るであろう。
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命題 7　球のすべての切片は，その (球の) 切片と同じ底面と同じ軸をもつ円錐に対して，球の

半径と，(いま述べられた球の切片の反対側の) 残りの (球の) 切片の高さとの和が，残りの (球の)

切片の高さに対するのと同じ比をもつ，· · · ［途中欠損］· · ·
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· · · · · · そして，ΜΝ上に，ΑΓに垂直な平面を作ると，この平面は，断面として，円柱の中に直径ΜΝ
の円を，球の切片の中に，直径が ΞΟの円を作り，また，この平面は，底面が直径 ΕΖの円で頂点が点

Αである円錐の中に，直径 ΠΡの円を，断面として作るであろう。そこで前と同様に，直径ΜΝの円

はそのままの位置で，Θがそれらそれぞれの重心であるように天秤の横木上で Θへ移された直径 ΞΟ

と直径 ΠΡ の 2 つの円に，点 Α に関して，釣り合うことが示されるであろう。このことは，(円柱と

球の切片と円錐の中の) すべての (対応する) 円についても同様である。そこで，円柱と円錐と球の切

片が (それぞれ)，(断面である) 円によって満たされて完成されると，円柱は，そのままの位置で，天

秤の横木上で Θに移されて置かれた円錐と球の切片との両者に，(点 Αに関して) 釣り合うであろう。

ところで，ΑΗが，ΑΧと ΧΗが等しくなるように点 Χで分けられ，さらに，ΗΦが ΑΗの 1
3
にな

るように，点 Φ で分割されたとせよ。Χ は，軸 ΑΗ の 2 等分点であるから，円柱の重心である。い

ま，上で述べられた (3つの) 量は，点 Αに関して釣り合っている。そこで，円柱が，その底面の (円

の) 直径が ΕΖであるような円錐と，球の切片 ΒΑΔとの両者に対するように，ΘΑは ΑΧに対する。

ところで，ΗΑは ΗΦの 3倍であるから，ΓΗ，ΗΦによって囲まれた長方形は，ΑΗ，ΗΓによって囲

まれた長方形の 1
3
である。そして，ΗΒ上の正方形は，ΑΗ，ΗΓによって囲まれた長方形に等しい。

そこで，ΓΗ，ΗΦによって囲まれた長方形は，ΒΗ上の正方形の 1
3
である。· · · ［途中欠損］· · · とこ

ろで，ΘΑが ΑΧに対するように，その底面が直径 ΚΛの円である円柱は，球の切片 ΑΒΔと円錐と

の和に対することが示されていた。· · · ［以下欠損］· · ·

この命題のテクストにはかなりの欠損があるという (なお，テクストの欠損はここだけではなく，

以下ではたくさんある)。が，この命題の主張は，テクストにある図 (下図) の記号を用いると，

(球の切片 ΑΒΔ) : (球の切片と同底，同軸の円錐 ΑΒΔ) =
(

1
2
ΑΓ+ΗΓ

)
: ΗΓ

であるという。

テクストに残っているこの命題の証明は上のとおりであるが，佐藤 徹は次のように復元する (［5］

pp.55，57)。

「球の大円 ΑΒΓΔの直径を ΑΓ，ΤΥとし，ΑΘ = ΑΓとする。ΓΘを天秤の横木と考え，ΒΔに

平行な任意の直線ΜΝが引かれたとし，円柱 ΨΛ，円錐 ΑΕΖ，球の切片 ΑΔΒを考える。命題

2と同様にして，円ΜΝは，そのままの位置で，Θに移された円 ΠΡ，円 ΞΟと点 Αのまわりで

釣り合うことが導ける。そして ΒΔに平行な他の直線が引かれてもこのことは成り立つから，円

柱と円錐と球の切片がそのような円で満たされると，円柱はそのままの位置で，Θに移された円

錐と球の切片とに，点 Αのまわりで釣り合うであろう。
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いま，ΑΧ = ΧΗ，ΗΦ = 1
3
ΑΗとする。そのとき，点 Χは円柱 ΨΛの重心になるから，

ΘΑ : ΑΧ = (円柱 ΨΛ) : (円錐 ΑΕΖ+球の切片 ΑΒΔ)。

ところで，

(辺 ΓΗ，ΗΦの長方形) = 1
3
(辺 ΑΗ，ΗΓの長方形)，

(辺 ΗΒの正方形) = (辺 ΑΗ，ΗΓの長方形)

であるから，(辺 ΓΗ，ΗΦ の長方形) = 1
3
(辺 ΒΗ の正方形)。また，(辺 ΑΗ の正方形) = 3(

辺 ΑΗ，ΗΦの長方形) = 3(辺 ΑΧ，ΑΦの長方形)。

いま，ΘΑ = ΚΗ，ΑΗ = ΗΕであるから，

(辺 ΘΑの正方形) : 1
3
(辺 ΑΗの正方形) = (円柱 ΨΛ) : (円錐 ΑΕΖ)。

そこで，

(辺 ΘΑの正方形) : (辺 ΑΧ，ΑΦの長方形) = (円柱 ΨΛ) : (円錐 ΑΕΖ)。

ΘΑ = ΑΓ = ΑΦ+ ΦΓであるから，

(辺 ΘΑの正方形) : (辺 ΑΦ，ΑΧの長方形+辺 ΦΓ，ΑΧの長方形)

= (円柱 ΨΛ) : (円錐 ΑΕΖ+球の切片 ΑΒΔ)。

そこで，

(辺 ΘΑの正方形) : (辺 ΦΓ，ΑΧの長方形) = (円柱 ΨΛ) : (球の切片 ΑΒΔ)。

ところで，

(辺 ΘΑの正方形) : 1
3
(辺 ΒΗの正方形) = (円柱 ΨΛ) : (円錐 ΑΒΔ)。

そして，

(辺 ΘΑの正方形) : 1
3
(辺 ΒΗの正方形) = (辺 ΘΑの正方形) : (辺 ΓΗ，ΗΦの長方形)。

それゆえ，

(辺 ΦΓ，ΑΧの長方形) : (辺 ΓΗ，ΗΦの長方形) = (球の切片 ΑΒΔ) : (円錐 ΑΒΔ)。

ΑΗ = 2ΑΧ = ΑΦ+ ΦΗ = 3ΦΗ，ΦΓ = ΦΗ+ΗΓ = 1
3
ΑΗ+ΗΓであるから，

(辺 ΦΓ，ΑΧの長方形) = (辺 1
3
ΑΗ，3

2
ΦΗの長方形) + (辺 ΗΓ，3

2
ΦΗの長方形)

= (辺 ΦΗ，1
2
ΑΓ+ΗΓの長方形)。

それゆえ，(球の切片 ΑΒΔ) : (円錐 ΑΒΔ) = ( 1
2
ΑΓ+ΗΓ) : ΗΓ。」

命題 8　 (軸に) 垂直な平面によって切りとられた球状体のすべての切片は，その切片と同じ底

面と同じ軸をもつ円錐に対して，球状体の軸の半分と (切りとられた球状体の切片の) 反対側の (球

状体の残りの) 切片の軸との和が，反対側の切片の軸に対するのと同じ比をもつ。

命題 9　球のすべての切片の重心は，その (球の) 切片の軸である線分上にあり，かつ，(この線

分を，球の) 切片の頂点に近い方の部分が，残りの部分に対して，(球の) 切片の軸と，(球の切りと

られた切片と) 反対側の (球の) 切片の軸の 4倍との和が，(球の) 切片の軸と，反対側の (球の) 切

片の中に含まれる軸の 2倍との和に対するのと同じ比をもつように分割する点である，· · · ［途中欠
損］· · ·
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命題 10　球状体のすべての切片の重心は，その (球状体の) 切片の軸である線分上にあり，かつ，

この線分を，(球状体の) 切片の頂点に近い方の部分が，残りの部分に対して，(球状体の) 切片の軸

と，(球状体の切りとられた切片と) 反対側の切片の軸の 4倍との和が，(球状体の) 切片の軸と，反

対側の切片の中に含まれる軸の 2倍との和に対するのと同じ比をもつように分割する点である。

命題 11 　鈍角円錐状体のすべての切片は，その (鈍角円錐状体の) 切片と同じ底面と同じ軸をも

つ円錐に対して，(鈍角円錐状体の) 切片の軸と，軸に隣接する線分の 3倍との和が，(鈍角) 円錐

状体の切片の軸と，軸に隣接する線分の 2倍との和に対してもつ比と同じ比をもつ。そして，鈍角

円錐状体の (切片の) 重心は，その (鈍角円錐状体の切片の) 軸上にあって，かつ，(その切片の軸

である線分を，鈍角円錐状体の切片の) 頂点に近い方の部分が，残りの部分に対して，(鈍角円錐状

体の切片の) 軸の 3倍と，軸に隣接する線分の 8倍との和が，(鈍角円錐状体の切片の) 軸と，軸に

隣接する線分の 4倍に対してもつ比と同じ比をもつように分割する点である。

命題 12，13 　底面として正方形をもつ正角柱の中に，円柱が内接されるとして，その円柱は，

(互いに) 反対側にある (正角柱の 2つの) 正方形上に (2つの) 底面を，そして，(正角柱の) 残り

の 4つの平面に接する側面をもつとする。いま，もし，円柱の底面である円の中心と，(その底面

の円の) 反対側にある (正角柱の底面である) 正方形の一つの辺とを通る平面が引かれたとすると，

この引かれた平面によって切りとられた図形は，全体の角柱の 1
6 倍である。

底面として正方形をもつ正角柱と，先ほど述べられたように，この角柱に内接された円柱を考える。

さて，この角柱が，軸を通り，かつ，円柱の切片を切りとる平面に垂直な平面によって切られるとせ

よ。そのとき，円柱を含む角柱の断面を平行四辺形 ΑΒとする。そして，円柱から切片を切りとる平

面と，円柱から切片を切りとる平面に垂直で，軸を通って引かれた平面との共通の交線を直線 ΒΓ と

せよ。いま，線分 ΓΔを，角柱と円柱の軸であるとし，ΕΖが ΓΔを垂直に 2等分するとせよ。さて，

ΕΖを通って，ΓΔに垂直な平面を作ると，この平面は，断面として，角柱の中に正方形を，円柱の中

に円を作るであろう。いま，角柱の断面を正方形ΜΝとし，円柱の断面を円 ΞΟΠΡとして，その円

は，正方形 (ΜΝ) の辺に点 Ξ，Ο，Π，Ρで接しているとする。そして，円柱から切片を切りとる平

面と，円柱の軸に垂直に，ΕΖを通って引かれた平面との共通の交線を直線 ΚΛとせよ。そのとき，直

線 ΠΘΞは ΚΛを 2等分する。さて，任意の直線 ΣΤが，半円 ΟΠΡの中で，ΠΧに垂直に引かれた

とせよ。そして，ΣΤを通って，ΞΠに垂直に平面が作られ，その平面が，円 ΞΟΠΡのある平面の上

下両方向に延長されたとする。そのとき，この (延長された) 平面は，底面が半円 ΟΠΡで高さが角柱

の軸であるような半円柱の中に，断面として，一つの辺が ΣΤに等しく，他の辺が円柱の母線に等し

いような平行四辺形を作るであろう。また，この (延長された) 平面は，円柱から切りとられた切片の

中に，断面として，その一つの辺が ΣΤ に等しく，他の辺が Ν′Υ に等しいような平行四辺形を作る
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であろう。さて，Ν′Υ は，ΕΙ が ΠΧ と等しく切りとられるように，平行四辺形 ΔΕ の中で，ΒΩ に

平行に引かれているとせよ。そのとき，ΕΓは平行四辺形であり，Ν′Ιは ΘΓに平行で，ΕΘと ΓΒは

(Ν′Ι や ΘΓ に) 交わるように引かれているので，ΕΘが ΘΙ に対するように，ΩΓは ΓΝ′ に，すなわ

ち，ΒΩ は ΥΝ′ に対する。ところで，ΒΩ が ΥΝ′ に対するように，半円柱の中に出来た平行四辺形

は，円柱から切りとられた切片の中に出来た平行四辺形に対する。なぜなら，ΣΤは，両方の平行四辺

形の共通の辺 (の長さ) であるから。さて，ΕΘは ΘΠに等しく，ΙΘは ΧΘに等しい。また，ΠΘは

ΘΞ に等しい。したがって，ΘΕ が ΘΧ に対するように，半円柱の中に出来た平行四辺形は，円柱か

ら切りとられた切片の中に出来た平行四辺形に対する。
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(円柱から切りとられた) 切片の中に出来た平行四辺形が，その重心が点 Ξになるように，点 Ξに移さ

れて置かれたと想定せよ。そして，ΠΞを，その中点が Θである天秤の横木と考える。すると，半円

柱の中に出来た平行四辺形は，そのままの位置で，重心が点 Ξになるように天秤の横木上で点 Ξに移

されて置かれた，円柱から切りとられた切片の中に出来た平行四辺形に，点 Θに関して釣り合う。そ

のとき，点 Χは，半円柱の中に出来た平行四辺形の重心であり，点 Ξは，(Ξに) 移された，(円柱か

ら) 切りとられた切片の中に出来た平行四辺形の重心である。そして，ΞΘは ΘΧに対して，点 Χが

その重心であると述べた平行四辺形が，点 Ξがその重心であると述べた平行四辺形に対してもつのと

同じ比をもつ。そこで，その重心が点 Χであるような平行四辺形は，その重心が点 Ξであるような平

行四辺形に，点 Θに関して釣り合うであろう。さて，別の任意の直線が，半円 ΟΠΡの中で，ΠΘに

垂直に引かれ，その引かれた直線上に，ΠΘに垂直な平面が作られ，円 ΞΟΠΡがある平面の上下両方

向に延長される場合にも，半円柱の中に出来た平行四辺形は，そのままの位置で，重心が点 Ξである

ように天秤の横木上で点 Ξに移されて置かれた，円柱から切りとられた切片の中に出来た平行四辺形

に，点 Θに関して釣り合うことが，前と同様にして導かれるであろう。そこで，半円柱の中に出来た

すべての平行四辺形は，そのままの位置で，天秤の横木上で点 Ξに移されて置かれた，円柱から切り

とられた切片の中に出来たすべての平行四辺形に，点 Θに関して釣り合うであろう。したがって，半

円柱は，そのままの位置で，点 Ξがその重心になるように天秤の横木上で点 Ξに移された置かれた，

(円柱から) 切り取られた切片に，点 Θに関して釣り合う。
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さて，軸に垂直な平行四辺形ΜΝと，円 ΞΟΠΡがあり，ΘとΜ，Θと Ηが結ばれたとせよ。いま，

ΘΜ，ΘΗを通って，半円 ΟΠΡがある平面に垂直な (2つの) 平面を作り，それらの平面が (円 ΟΠΡ

のある平面の) 上下両方向に延長されたとせよ。すると，三角形 ΘΜΗと同じ大きさの底面をもち，円

柱の軸に等しい (長さの) 高さをもつような一つの角柱が出来るであろう。この角柱は，円柱に外接し
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ている全体の角柱の 1
4
である。いま，半円 ΟΠΡ と正方形ΜΝ の中に，ΠΞ から等距離に，任意の

直線 Κ′Λ′，Τ′Υ′ が引かれたとし，それらは，半円 ΟΠΡの周を点 Κ′，Τ′ で，直径 ΟΡを点 Σ′，Ζ′

で，直線 ΘΗ，ΘΜを点 Χ′，Φ′ で (それぞれ) 切るとする。さらに，Κ′Λ′，Τ′Υ′ を通って，ΟΡに

垂直な (2つの) 平面を作り，それらの平面が，円 ΞΟΠΡのある平面の上下両方向へ延長されたとせ

よ。そのとき，それらの平面の一方は，底面が半円 ΟΠΡで高さが円柱と同じであるような半円柱の中

に，断面として，一つの辺が Κ′Σ′ に等しく，他の辺が円柱の軸に等しい平行四辺形を作るであろう。

また，この平面は，角柱 ΘΗΜの中にも同様に，断面として，一つの辺が Λ′Χ′ に等しくて，他の辺が

(円柱の) 軸に等しい平行四辺形を作るであろう。そして同じく，(もう一つの平面により，) 半円柱の

中には，一つの辺が Τ′Ζ′ に等しく，他の辺が円柱の軸に等しい平行四辺形が出来，角柱 (ΘΗΜ) の

中には，一つの辺が Υ′Φ′ に等しくて，他の辺が円柱の軸に等しい平行四辺形が出来るであろう。· · ·
［以下欠損］· · ·

佐藤 徹は「Heiberg版のテクストでは，命題 12と 13が分けられているけれども，その内容から

みて，一続きの命題であるので，本書では，一つの命題として扱う。なお，Heiberg版のテクス

トにある 3つの図の記号は，一部重複しているので，それらを区別するために，本書では図の記

号の一部にダッシュをつけた。」(［5］p.81) として，上のように訳出している。

なお，3つ目の図の下の，「さて，軸に垂直な平行四辺形ΜΝと，· · · · · ·」以降が Heiberg版の

命題 13に相当する部分。

命題 14 　底面として正方形をもつ正角柱があるとして，その底面の 1 つを正方形 ΑΒΓΔ とせ

よ。その角柱の中に，円柱が内接されるとする。そして，その (内接された) 円柱の底面を，点 Ε，

Ζ，Η，Θで正方形 ΑΒΓΔの各辺に接する円 ΕΖΗΘとせよ。さて，円 (ΕΖΗΘ) の中心を通り，か

つ，正方形 ΑΒΓΔと向かいあっている平面にある正方形の，ΓΔに対応する辺を通る平面が引かれ

たとせよ。すると，この平面は，全体の角柱から，全体の角柱の 1
4 倍であるような別の角柱を切

りとるであろう。そして，この (切りとられた) 角柱は，3つの平行四辺形と，互いに向きあってい

る 2つの三角形によって囲まれている。いま，半円 ΕΖΗの中に，直角円錐切断［放物線］が内接

されるとせよ。そして，ΖΚが (直角円錐) 切断の中に，· · ·［途中欠損］· · ·

この命題も欠損部分があるが，主張したいことは命題 12と同様の

(ΕΖΗΘの中心および ΓΔに対応する辺を通る平面によって，

円柱から切りとられる切片) = 1
6
(角柱全体)

である。

命題 12 は機械学的な発見方法について，命題 14 は幾何学的な取扱いについて述べられている。

そして，命題 15では幾何学的な証明が与えられることになる。
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さて，平行四辺形 ΔΗの中に，ΚΖに平行な任意の直線ΜΝが引かれるとせよ。そのとき，ΜΝは，

半円の周囲を点 Ξで，(直角) 円錐切断［放物線］を点 Λで切るとする。ところで，ΜΝ，ΝΛによっ

て囲まれる長方形は，ΝΖ 上の正方形に等しいことは明らかである。そこで，ΜΝ が ΝΛ に対するよ

126



うに，ΚΗ上の正方形は ΛΣ上の正方形に対する。いま，直線ΜΝ上に，ΕΗに垂直な平面を立てる

と，この平面は，全体の角柱から切り取られた角柱の中に，断面として，次のような直角三角形を作

るであろう。すなわち，直角をはさむ 1つの辺がΜΝで，もう 1つの辺，つまり，ΓΔ上にある平面

内で ΓΔに垂直に Νから引かれた辺が円柱の軸 (の長さ) に等しく，斜辺は (円柱を) 切る平面内にあ

るような直角三角形である。また，ΕΗと，ΓΔに向かいあっている正方形の辺とを通って引かれた平

面によって，円柱から切り取られた切片の中に，断面として，次のよな直角三角形が出来るであろう。

すなわち，直角をはさむ 1つの辺がΜΞであり，もう 1つの辺は，円柱の側面内で平面 ΚΝに垂直に

Ξから引かれた線分であり，斜辺は (円柱を) 切る平面内にあるような直角三角形である。ところで，

ΜΝ，ΜΛによって囲まれた長方形が，ΜΞ上の正方形に等しいことも明らかである。そこで，ΜΝが

ΜΛに対するように，ΜΝ上の正方形はΜΞ上の正方形に対する。ところで，ΜΝ上の正方形がΜΞ

上の正方形に対するように，角柱の中に出来るΜΝ上の三角形は，円柱側面によって切り取られた切

片の中に出来るΜΞ 上の三角形に対する。それゆえ，ΜΝ がΜΛ に対するように，(角柱内の) 三角

形は，(円柱部分内の) 三角形に対する。さて，もし，別の直線が，(直角円錐) 切断に外接している平

行四辺形 (ΔΗ) の中に，ΚΖ に平行に引かれたとし，その引かれた直線上に，ΕΗ に垂直な平面が立

てられると，角柱の中に出来る三角形が，· · ·［途中欠損］· · ·
に対するように，平行四辺形ΔΗの中に，ΚΖに平行に引かれた線分は，直角円錐切断 ΕΗΖと (円の)

直径 ΕΗによって切り取られた線分に対することも，同様にして導かれるであろう。そこで，平行四

辺形ΔΗが，ΚΖに平行に引かれた線分によって満たされ，また，直角円錐切断と (円の) 直径によっ

て囲まれた切片が，その切片内に切り取られた線分によって満たされると，· · ·［途中欠損］· · ·
そして，角柱の中のすべての三角形が，円柱から切り取られた切片内に取られたすべての三角形に対

するように，平行四辺形 ΔΗの中のすべての線分は，直角円錐切断と線分 ΕΗの間にあるすべての線

分に対するであろう。ところで，角柱は，角柱内の三角形から出来ており，(円柱の) 切片は，円柱か

ら切り取られた切片内の三角形から出来ている。また，平行四辺形 ΔΗは，平行四辺形 ΔΗ内にある

ΚΖ への平行線から出来ており，(直角円錐切断の) 切片は，直角円錐切断と線分 ΕΗ の間にある · · ·
［途中欠損］· · · から出来ている。そこで，角柱が円柱から切り取られた切片に対するように，平行四
辺形 ΔΗは，直角円錐切断と線分 ΕΗによって囲まれた切片 ΕΖΗに対する。ところで，平行四辺形

ΔΗは，直角円錐切断と線分 ΕΗによって囲まれた切片の 1 1
2
倍である。このことは，前に発表され

た書物の中で証明されている。それゆえ，角柱も，円柱から切り取られた切片の 1 1
2
倍である。そこ

で，たとえば，円柱から切り取られた切片が 2であるとき，角柱は 3である。そして，角柱が 3であ

るとき，円柱を包んでいる全体の角柱は，先の (部分) 角柱の 4倍であるから，12になる。したがっ

て，円柱から切り取られた切片が 2であるとしたとき，全体の角柱は 12である。それゆえ，円柱から

切り取られた切片は，(全体の) 角柱の 1
2
倍である。

命題 15 　底面として正方形をもつ正角柱があるとして，その底面の 1 つを正方形 ΑΒΓΔ とせ

よ。そして，その角柱の中に，円柱が内接されるとし，その円柱の底面を円 ΕΖΗ よせよ。いま，

円 (ΕΖΗ) は，正方形 (ΑΒΓΔ) の各辺に，点 Ε，Ζ，Η，Θで接しており，点 Κを円 (ΕΖΗ) の中心

とする。さて，直径 ΕΗと · · ·［途中欠損］· · · の一つの辺を通って，平面が引かれたとしよう。する
と，この平面は，全体の角柱から (別の) 角柱を切りとり，円柱からは円柱の切片を切りとる。そ

のとき，引かれた平面によって円柱から切りとられた切片は，全体の角柱の 1
6 倍であることが証

明されるであろうと主張する。
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「この命題のテクストは，欠損部分が多くて判読しにくいので，その内容全体の骨子を，現代風の

記法を用いて復元しておく」として，佐藤 徹は次のように復元している (［5］pp.95�99)。

「正方形 ΑΒΓΔを 1つの底面とする正角柱の中に，左図のように，円柱が内接されたとする。い

ま，円柱の底面である円 ΕΖΗΘの中心を Κとし，円 ΕΖΗΘの直径 ΕΗと，正角柱の上側にあ

る正方形の (ΓΔに対応する) 辺 ΠΡとを通る平面が引かれるとする。そのとき，

(引かれた平面によって円柱から切り取られる切片) = 1
6
(角柱全体)

が証明されるべきことである。

まず，切り取られる円柱部分に，高さが等しくて，底面が相似な三角形であるような諸角柱から

出来る立体を内接させ，外接させる。角柱 ΗΠΓΕΡΔは左図のように，ΗΕに垂直な平面によっ

て，たえず半分に分割されていくと，分割された 1つの部分は，(ユークリッド『原論』第 10巻

命題 1によって) いつか，任意に取られた量よりも小さくなる。いま，そのような小部分を角柱

ΗΠΓΜΛΝとする。ところで，(外接立体)− (内接立体) = 2(角柱 ΗΠΓΜΛΝ)。そこで，外接立

体と内接立体との差を，任意に取られた量よりも小さくすることができる。

さて，角柱 ΗΠΓΕΡΔは，当初の角柱の 1
4
であるから，円柱から切り取られる切片が当初の角

柱の 1
6
倍に等しくないとすると，切り取られる円柱の切片は，角柱 ΗΠΓΕΡΔの 2

3
倍より大

きいか小さいかである。

［I］(切り取られる円柱の切片) > 2
3
(角柱 ΗΠΓΕΡΔ)とせよ。

そのとき，(円柱の切片への外接立体) − (円柱の切片への内接立体) < (円柱の切片) − 2
3
(角

柱 ΗΠΓΕΡΔ)となるように，切り取られる円柱の切片に，等しい高さの諸角柱から成る立体を外

接，内接することができる。そのとき，(内接立体) > 2
3
(角柱 ΗΠΓΕΡΔ)。命題 14と同じよう

に，右図のごとく，ΚΖを直径 (軸) とし，点 Ε，Ζ，Ηを通る直角円錐切断 (放物線) が描かれ，

それに外接，内接する平行四辺形が，切り取られる円柱の切片に外接，内接する諸角柱に対応す

るように同じ数だけ描かれたとする。そのとき，命題 14 の議論，および補助定理 11 (『円錐状

体と球状体について』命題 1) によって，次の関係が導かれる。(角柱 ΗΠΓΕΡΔ) : (円柱切片へ

の内接立体) = (平行四辺形 ΔΗ) : (直角円錐切断への内接平行四辺形の和)。それゆえ，(平行四
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辺形 ΔΗ) < 3
2
(直角円錐切断への内接平行四辺形の和)。これは不可能である。なぜなら (『放

物線の求積』において)，(平行四辺形ΔΗ) = 3
2
(直角円錐切断の切片 ΕΖΗ)であることが示され

ていたから。そこで，切り取られる円柱の切片は，角柱 ΗΠΓΕΡΔの 2
3
倍より大きくない。

［II］(切り取られる円柱の切片) < 2
3
(角柱 ΗΠΓΕΡΔ)とせよ。

そのとき，(円柱切片への外接立体) − (円柱切片への内接立体) < 2
3
(角柱 ΗΠΓΕΡΔ) − (円柱

切片)となるように，切り取られる円柱の切片に，等しい高さの諸角柱から成る立体を，外接し，

内接することができる。このとき，(外接立体) < 2
3
(角柱 ΗΠΓΕΡΔ)。前と同様にして，(角

柱 ΗΠΓΕΡΔ) : (円柱切片への外接立体) = (平行四辺形 ΔΗ) : (直角円錐切断への外接平行四辺

形の和)。そこで，(平行四辺形 ΔΗ) > 3
2
(直角円錐切断への外接平行四辺形の和)。これは不可

能である。なぜなら，(平行四辺形 ΔΗ) = 3
2
(直角円錐切断の切片 ΕΖΗ) であるから。そこで，

切り取られる円柱の切片は，角柱 ΗΠΓΕΡΔの 2
3
倍より小さくもない。

したがって，(切り取られる円柱の切片) = 2
3
(角柱 ΗΠΓΕΡΔ) = 1

6
(当初の角柱)。」

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

テクスト本文はここで終わりであるが，アルキメデスはこの書簡において 2つの定理の証明を与

える旨を (ここでは省略した)「序文」中に述べている。そのうちの第 1のものがここでの命題 12

～15であり，他の 1つは

「もし，立方体の中に，(互いに) 向かいあった平行四辺形 (内) に (2つの) 底面をもち，残り

の 4つの平面に接する (側) 面をもつ円柱が内接され，さらに，この同じ立方体の中に，別の

(向かいあった) 平行四辺形内に (2つの) 底面をもち，残りの 4つの平面に接する (側) 面を

もつ別の円柱が内接されると，2つの円柱の中にある両円柱の (曲) 面によって囲まれた図形

は，立方体全体の 2
3
である」

というものである。したがって，命題 15 の後には，この第 2 の定理の発見方法と幾何学的証明

が書かれていたのだろうと推察される。
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x

y
z

x

y

a−a

a

−a

√
a2 − t2

√
a2 − t2

z = t による切断面

上左図のような立方体について，上右図のように座標軸を設定し，立方体の 1辺の長さを aとす

る。すると，平面 z = tによる切断面は 1辺の長さが 2
√
a2 − t2 の正方形となるから，この正方

形の面積は S(t) = 4
(
a2 − t2

)
となる。したがって，問題の立体 (交差した円柱) の体積 V は

V = 2

∫ a

0

4
(
a2 − t2

)
dt =

16

3
a3 =

2

3

(
8a3) =

2

3
(立方体の体積)

となる。
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補助定理集
Liber Assumptorum

命題 1　もし 2つの円が互いに，例えば 2つの円 AEB，CEDが Eにおいて，接するとし，そ

して，それらの直径，例えば AB，CD，が平行であったとし，2つの点 B，Dおよび接点 Eが直線

DE，BDによって結ばれるならば，線 BEはまっすぐ［Dを通る直線］であろう。

2つの［円の］中心が G，Fであるとし，GFが結ばれて，Eまで延長するとし，DHを GFに平行に

引くとせよ。

E

D
G

C

B
HF

A

E

D
G

C
BH

F
A

命題 2　 CBAが，DC，DBが接する，半円であるとし，BEが ACの上の垂線であり，ADを

結ぶとすると，BFは FEに等しいであろう。

ABを結び，それをまっすぐに延長し，そして，CDを引き，それらが Gにおいて出会うとし，CBを

結ぶとせよ。

G

D
B

F

CEA

G

D

B

F

CEA

命題 3　 CAが円の切片であるとして，Bがその上の任意の点，BDが ACの上の垂線であると

し，切片 DEが DAに等しく，弧 BFが弧 BAに等しいとすると，確かに，結ばれた CFは CEに

等しいであろう。

F

B

CEDA

命題 4　 ABCが半円であるとして，直径 ACの上に 2つの半円，それらの一方は ADで他方は

DC，そして，垂線 DBがつくられると，確かに，そこにできている図形 �� それをアルキメデ
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スは靴屋のナイフ［アルベロス ; Arbelos ; ἄρβηλος］ (それは大きい半円の弧と小さい 2つの半円の周

によって囲まれた領域である) と呼ぶ �� はその直径が垂線 DBである円に等しい。

B

ADC

命題 5　もし半円 ABがあったとして，その直径の上に任意の点 Cが刻まれたとし，そして，そ

の直径の上に 2つの半円 AC，CBをつくるとし，Cから ABの上に垂線 CDが引かれるとし，そ

して，2つの円のどこかの部分においてそれに接していて，しかも，［2つの］半円にも接している，

［2つの円が］描かれるとするならば，確かに，それら 2つの円は等しい。

それらの円の一方が E において DC に，F において半円 AB に，G において半円 AC に接している

とせよ。そして，直径 HEを引く。2つの角 HEC，ACEが［ともに］直角であるから，それは直径

ABに平行であろう。そして，FH，HAを結ぶ。ゆえに，命題 1において述べられたように，線 AF

はまっすぐである。そして，［その和が］直角より小さい 2つの角 A，Cから出発しているから，AF，

CEは Dにおいて出会うであろう。そして，FE，EBもまた結ぶ。ゆえに，述べたように，FEBもま

たまっすぐである。そして，半円 ABに中に落ちるから，角 AFBは直角であるから，それ［FEB］は

ADの上の垂線である。HG，GCを結ぶと，HCもまたまっすぐであろう。EG，GAを結ぶと，EA

［もまた］まっすぐであろう。そして，それを Iまで延長し，BIを結ぶと，それはまた AIの上の垂線

であるはずである。

D

F

I

EH
N

LG

M

BCA

x

y

BCA

1k0

rr
1
2
(1− k)1

2
k

O

P

STRQ

ここにできる 2つの等円 EH (中心 O)，LN (中心 P) はアルキメデスの双子の円，あるいは単に

アルキメデスの円，といわれるらしい。なお，奥村 博・渡邉 雅之［12］によれば，このアルキメ

デスの双子の円と合同な円はすべてアルキメデスの円と呼ばれるそうである。
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さて，図のように座標軸を設定し，AB = 1，AC = k として，2つの等円の半径を r とする。

まず，上の図で，AB : AC = AD : AH = CD : CE = 1 : k であるから，DE = CD −
DE = (1 − k)CD となる。それゆえ，AC : EH = CD : DE = 1 : (1 − k) であるから，

EH = (1− k)AC = k(1− k)ABとなる。

ここで，AB = 1であったから，2つの等円の半径は r = 1
2
EH = 1

2
k(1 − k)ということにな

る。［なお，半円 AC，BCの半径をそれぞれ a，bとするとき，2つの等円の半径は ab
a+b

である

ことが知られている。］

次に，下の図で，OQ = 1
2
k + r，QR = 1

2
k − r であるから，

OR2 = OQ2 −QR2 =
(

1
2
k + r

)2 − (
1
2
k − r

)2
= 2kr = k2(1− k)

となり，OR = k
√
1− k である。また，AR = AC− CR = k − r = 1

2
k(1 + k)である。

一方，PS = 1
2
(1− k) + r，ST = 1

2
(1− k)− r であるから，PT2 = PS2 − ST2 = k(1− k)2

より，PT = (1− k)
√
k である。そして，AT = AC+CT = k + r = 1

2
k(3− k)である。

したがって，2つの等円の中心は O ( 1
2
k(1 + k)，k

√
1− k)，P ( 1

2
k(3 − k)，(1 − k)

√
k) と

なる。

命題 6　もし半円 ABCがあったとして，その直径の上に点 Dがとられるとし，ADが DCの 1

倍半であったとし，AD，DCの上に 2つの半円が描かれるとし，3つの半円の間にそれらの接し

ている円 EFが置かれるとし，その中に直径 ACに平行な直径 EFが引かれるとするならば，直径

ACの直径 EFに対する比が見出されなければならない。

なぜならば，2つの直線 AE，EBおよび 2つの直線 CF，FBを結ぶ。最初の命題で述べられたよう

に，CB，ABはまっすぐであろう。そのうえ，2つの直線 FGA，EHCを描くとすると，同様に，それ

らはまっすぐであることが示されるであろう。同様に，2つの線 DE，DF［もまっすぐであり］，DI，

DLおよび EM，FNを結び，それらを O，Pまで延長する。

B

FE

GI L

HM

N

CPDOA

三角形 AEDにおいて，AGは EDに垂直であり，DIも同様に AEに垂直であり，それらはMにお

いて互いに他を切断するから，ゆえに，三角形の性質についてなし遂げた，そして，その証明が確かに

上の方の命題において先に行われた，説明の中で私たちが示したように，EMOもまたまっすぐであろ

う。同様に，FPもまた CAの上の垂線であろうし，そして，Lおよび Bの近くにある 2つの角は直

角であるから，DLは ABに，同様に，DIは CBに平行であろう。それゆえ，ADが DCに対する比

は AMが FMに対する比であり，それどころか，AOが OPに対する比であり，そして，CDが DA

に対する比は CN が NE に対する比であり，それどころか，CP が PO に対する比である。そして，

ADは DCの 1倍半であった。ゆえに，AOは OPの 1倍半であり，OPは CPの 1倍半である。ゆ

えに，3つの直線 AO，OP，PCは比例しており，そして，同じ基準で，PCは 4であり，OPは 6で

あり，AOは 9であり，CAは 19であろう。そして，POは EFに等しいから，ACが EFに対する

比は 19が 6に対するようであろう。それゆえ，私たちは指定された比を見出す。そのうえ，もし AD

が DCに対して，例えば 3分の 4，あるいは 4分の 5，あるいはそれ以外の，どのよう［な比］であっ

たとしても，指定された比が定まるであろう。そして，これが私たちが望んでいたものである。

AD : DC = AM : FM = AO : OP，DC : AD = CN : NE = CP : OP であるから，いま，

AD : DC = r : 1とすると，CP : OP : AO : AC = 1 : r : r2 : (1 + r + r2)となる。
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ところで，EF = OPであるから，AC : EF = (1 + r + r2) : r となる。

例えば，r = 4
3
なら，AC : EF =

(
1 + 4

3
+ 16

9

)
: 4

3
= 37 : 12 ということになる。

命題 7　もし正方形の周りに円が，そして，第 2の［円］がその内部に，描かれたとしたならば，

確かに，外接された［円］は内接された［円］の 2倍であろう。

E

D

B
F

A

C

G

命題 8　もし円の中にどこであろうと直線 ABが引かれるとし，それがまっすぐに延長されると

し，BCが円の半径に等しくとられるとし，Cから円の中心 Dまで結ばれるとし，それが Eまで

延長されるとするならば，弧 AEは弧 BFの 3倍であろう。

C
BA

F
D

GE

命題 9　もし 2つの直線 AB，CDが円の中において (しかし，中心においてではなく) 互いに

他を直角に切断したとするならば，確かに，2つの弧 AD，CB［の和］は 2つの弧 AC，DB［の

和］に等しい。

D

C

BA
H

F
G

E

命題 10　もし DAがそれに接していて，DBがそれを切断していて，DCもまた［それに］接し

ている，円 ABCがあったとし，そして，DBに平行な CEが引かれたとし，Fにおいて DBを切

断している EAが結ばれたとし，Fから CEに垂直な FGが引かれたとするならば，確かに，それ

［FG］は Gにおいてそれ［CE］を半分に切断するであろう。
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A

D
HF

B

CGE

命題 11　もし円の中において 2つの直線 AB，CDが Eにおいて，しかし中心においてではな

く，互いに他を直角に切断したとするならば，確かに，AE，BE，EC，EDの平方のすべて［の和］

は直径の平方に等しい。

A

C
E

D

FB

命題 12　もし直径 ABの上に半円があったとして，Cから 2つの点 D，Eにおいてそれに接し

ている 2つの直線が引かれたとし，Fにおいて互いに他を切断している EA，DBが結ばれたとし，

CFが結ばれたとして，それが Gまで延長されたとするならば，CGは ABに垂直であろう。

HC
D

EF

BGA

命題 13 　もし 2 つの直線 AB，CD が円の中において互いに他を切断するとして，AB はその

直径で，CDはそうではなかったとし，2つの点 A，Bから CDに対して 2つの垂線 �� それが

AE，BFであるとする �� が引かれるとするならば，確かに，それらはそれから等しい CF，DE

を切りとるであろう。

EBを結ぶとし，［円の］中心である Iから CDの上に垂直な IGを引くとし，それを EBの上の Hま

で延長するとせよ。

A
D

E
L

G

H
IF

C

B
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命題 14　もし半円 ABがあったとして，その直径 ABから等しい AC，BDが切られたとし，直

線 AC，CD，DBの上に半円がつくられるとし，2つの半円 AB，CDの中心が点 Eであるとし，

EF は AB の上の垂線であるとし，それが G まで延長されるとするならば，確かに，その直径が

FG である円は，大きい方の半円およびその内部にある 2 つの半円およびその外部にある中間の

［大きさの］半円によって囲まれた表面 �� それはアルキメデスが塩壷［塩入れ ; サリノン ; salinum ;

σάλινον］と呼ぶ図形である �� に等しい。

G

B

DEC

A

F

命題 15　もし半円 ABがあったとして，ACが五角形の［1辺である］弦で，弧 ACの半分が

ADであるとし，CDが結ばれるとし，それが Eの上に落ちるように延長されるとし，Fにおいて

ACを切断する DBが結ばれるとし，Fから ABの上に垂直な FGが引かれるとするならば，直線

EGは円の半径に等しいであろう。

C

FD

BHGAE
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