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［注意］ここで示した拙訳は，ギリシア語原文から訳出したものではなく，ラテン語訳からの重訳であるから，ギ

リシア語原文とは微妙にニュアンスが異なることがあることに注意。例えば，ギリシア語原文の Źmiìlioc「1と 2

分の 1」がラテン語訳の方では，sesquialter「1倍半」という語があるにもかかわらず，dimidia parte maius ...

quam「その半分だけ大きい」となっている。âpÐtr̃itoc「1と 3分の 1」についても同様。比の表し方も同様で，ギ

リシア語原文は a : b のような書き方はしていない。



円錐［定義は後述］をある平面で切断したときに切断面に現れる曲線を総称して円錐曲線という。

円錐曲線には楕円，円，放物線，双曲線がある。

(1) メナイクモス

円錐曲線はメナイクモス (Ménaiqmoc (Menaichmos，Menaechmus) : B.C.4 世紀) によって発見さ

れたといわれている。彼は，円錐をある母線に垂直な平面によって切断するときにできる切断面が

定める曲線として円錐曲線を捉えた。

A

B C

U

V

A

B C

U

V

A

B C

U

V

鋭角円錐切断 直角円錐切断 鈍角円錐切断

楕円 放物線 双曲線

彼は円錐曲線を立方体倍積問題［与えられた立方体の 2 倍の体積をもつ立方体を作図することで， 3
√
2

の長さを作図することに相当する。］の解法に用いたといわれている。というか，問題解決のために円

錐曲線を導入したのであろう。エウトキオス (EÎtìkioc (Eutokios，Eutocius) : 480?�540?) の伝え

るところでは次のようである。［『アルキメデス著作集』(Archimedis Opera Omnia cum Commentariis

Eutocii) 第 3 巻所収の Eutocii Commentarium in Librum II De Sphaera et Cylindro (「『球と円柱につ

いて』第 2 巻についてのエウトキオスの注釈」) による (pp.92�97)。］

A
B

G
E

JK

HZ

D

「与えられた 2つの直線を A，Eとしよう。それゆえ，A，

Eの間に 2つの比例中項が見出されなければならない。それ

を，B，G としよう。そして，D において終わらせられた，

位置において与えられた直線 DHが置かれるとし，Dの近く

に直線 Gに等しい DZが置かれるとし，垂線 JZが引かれ，

ZJ = Bとおかれるとしよう。それゆえ，3つの直線 A，B，

Gは比例しているから，A×G = B2 であろう。従って，与

えられた直線 Aおよび直線 G，すなわち直線 DZ，に囲まれ

た長方形は直線 Bの平方，すなわち直線 ZJの平方，に等し

い。従って，点 Jは Dを通って描かれた放物線の上にある［アポロニオス『円錐曲線論』第 1

巻命題 11］。平行な直線 JK，DKが引かれるとしよう。すると，長方形 B×Gは与えられる

(なぜなら，それは長方形 A× E に等しいから) から，長方形 KJ× JZもまた与えられる。そ

れゆえ，点 Jは漸近線 KD，DZの中に描かれた双曲線の上にある［アポロニオス『円錐曲線

論』第 2巻命題 12］。それゆえ，点 Jは与えられ，それゆえ，点 Zもまた与えられる。

これは次のように作図されるであろう。与えられた直線が A，E，そして，Dにおいて終わ

らせられた，位置において与えられた直線が DH であるとし，D を通って放物線が描かれる

とし，その軸が DH，さらにパラメーター［直立辺］が A，であるとし，DHに対して直角に

引かれた直線の平方が，その幅として，D の近くに，それが切り取る直線をもっている，A

に結びつけられた広がりに等しいとしよう。それが描かれたとして，それを DJとし，DKは

［DHに］垂直であるとしよう。そして，漸近線 KD，DZの中に，直線 KD，DZに平行に引
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かれた直線による広がりが長方形 A × Eに等しくなるような双曲線が描かれるとしよう。そ

れゆえ，それは放物線を切断するであろう。Jにおいて切断するとし，垂直な JKが引かれる

としよう。いま，ZJ2 = A × DZ［アポロニオス『円錐曲線論』第 1巻命題 11］であるから，

A : ZJ = JZ : ZDであろう。さらに，A× E = JZ× ZDであるから，A : ZJ = ZD : Eであ

ろう。しかし，A : ZJ = ZJ : ZDであった。それゆえ，A : ZJ = ZJ : ZD = ZD : Eでもあ

る。B = JZ，G = DZとおかれるとしよう。それゆえ，A : B = B : G = G : Eであろう。そ

れゆえ，A，B，G，Eは連続した比例である。これが見出さなければならないことであった。」

放物線 x = ky2，双曲線 xy = lの交点は ky3 = lから得られるが，l = 2k とすれば，y3 = 2と

なり，これから立方体倍積問題が解かれるというもの。

なお，a : x = x : y = y : bのとき，x3 = a2bとなるから，立方体倍積問題では b = 2aとすれば

よく，立方体倍積問題は比例中項を求める問題に還元できるのである。

(2) アポロニオス

メナイクモスが切断の仕方を一定にしたうえで切断される円錐の種類によって切断面に現れる円

錐曲線の違いを捉えたのに対して，アポロニオス (>Apollÿnioc (Apollonios，Apollonius) : 前 262�前

200?) は 1つの円錐［斜円錐でもよい］に対する切断の仕方の違いによって円錐曲線の違いを捉え

た。すなわち，切断面と円錐曲線の軸とのなす角を α，母線と軸とのなす角を βとするとき，
α > β なら，楕円または円

α = β なら，放物線

α < β なら，双曲線

とした［下図］。なお，アポロニオス以来，円錐は下図のように (上下の) 2つが対になったものを

対象とする。
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アポロニオスの成果は『円錐曲線論』(Kwnikw̃n : Conica) 全 8巻にまとめられている。ただし，

ギリシア語原文が伝えられるのは第 1巻から第 4巻までで，第 5～7巻はアラビア語で伝わり，第

8巻は失われている。

以下で利用する『円錐曲線論』は，ハイベア (Johan Ludvig Heiberg : 1854�1928) が編集した，

Apollonii Pergaei quae Graece Exstant cum Commentariis Antiquis. Edidit et Latine

Interpretatus est I. L. Heiberg, Dr. Phil. Lipsiae in Aedibus B. G. Teubneri. (「ギリシア

語で現存するペルガのアポロニオス，併せて古代の注釈」)

で，『ハイベア版』として利用・引用する。
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彼は円錐などの用語を『円錐曲線論』第 1巻の始めで次のように定義する (『ハイベア版』pp.6�9)。

「1 　もし，ある点から，その点が属する同じ平面には置かれていない，円の周囲に引かれ

た直線が，いずれの方向にも延長され，その点はそのままにして，その直線が円の周囲に沿っ

て回転させられて再び同じ位置に戻されるならば，そのためにもたらされる図形で，頂点に対

して互いに対置させられた 2つの表面からなり，それらを描いている直線が無限に延長される

と両側に無限につくられる，その直線によって描かれた表面を私は円錐面 (kwnikìc âpifĹneia，

super�cies conicus) と，さらに，そのままにしているその点を頂点と，さらに，その点および

円の中心を通って引かれた直線を軸と呼ぶ。

2　さらに，円および頂点と円の周囲との間に置かれた円錐面によって囲まれた図形を円錐

(kw̃noc，conus) と，さらに，円錐面の頂点と同じである円錐の点を頂点と，さらに，頂点から

円の中心まで引かれた直線を軸と，さらに，円を底面と［私は呼ぶ］。

3　さらに，底面に対して垂直な軸をもつものを私は直円錐と，さらに，底面に対して垂直

ではない軸をもつものを斜円錐と呼ぶ。

4　ある平面の上に置かれたそれぞれの曲線について，ある直線に平行にその曲線の中に引

かれたすべての直線を 2つずつの等しい部分に分割する，その曲線において引かれた，直線を

私は直径と，さらに，その曲線の中におけるこの直線の端点を［その曲線の］頂点と，さらに，

［曲線内に引かれたそれらの］平行な直線のそれぞれを直径に対して規則正しく (tetagmènwc，

ordinate) 引かれた線［縦線］であると呼ぶ。

5　さらに，同様に，ある平面に置かれた曲線の 2つの直径について，それら 2つの直線を

切断している，［そして，］それら 2つの直線の中の任意の直線に平行に引かれたすべての直線

を 2つずつの等しい部分に分割する，直線を私は横断する線［横線］と，さらに，その直線の

上に置かれた直径の端点をその曲線の頂点と，さらに，［それらの中の］任意の直線に平行に

引かれ，そして，それらの曲線の間に切り取られた，すべての直線を 2つずつの等しい部分に

分割する，直線をそれら 2つの直線の間に置かれた［直線］と，さらに，平行な直線のそれぞ

れを直径に対して規則正しく引かれた線［縦線］であると呼ぶ。

6　それらの両方ともが他方に平行な直線を 2つずつの等しい部分に分割する直径である，

［2つの］直線を 1つの曲線と 2つの曲線の共役直径と私は呼ぶ。

7　さらに，それらの線またはそれらの線に平行な線を直角に切断する直径である直線を 1

つの曲線と 2つの曲線の軸と私は呼ぶ。

8　一方が他方に平行な直線を直角に切断する共役直径である直線を 1つの曲線と 2つの曲

線の共役軸と私は呼ぶ。」

(3) オイラー

アポロニオスが総合幾何学的に考察した円錐曲線はオイラー (Leonhard Euler : 1707�1783) に

よって解析幾何学的な取り扱いを受けることになる。彼は『無限解析入門』(Introductio in Analysin

In�nitorum) 第 2巻のはじめで次のように述べている (『オイラーの解析幾何』pp.1，5)。

「1　変化量というのは一般的な視点に立って考察された大きさのことであり，その中にはあ

りとあらゆる定量が包み込まれている。それゆえ，幾何学の場に移行すると，変化量は不定直

線 RSを用いることによりきわめて適切に表示される。実際，不定直線に身を置くと，たとえ
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どれほどの長さであろうとも，任意に指定された長さの線分を切り取ることができるのである

から，不定直線と変化量は，量というものの同一の観念をわれわれの心象風景の中に等しく描

き出してくれるのである。そこでまず初めに不定直線 RSのどこかしら途中の一点を選び，そ

の点に A という名をつけて指定しなければならない。そうしてある定まった長さの線分を切

り取る際には，その点 A を始点と見ることにする。そうすると不定直線上のある定まった部

分 APは，変化量に包摂されている定量を表示していることになるであろう。

2　そこで xは変化量として，それは不定直線 RSで表示されるとしよう。すると明らかに，

xの定値であって，しかも実値でもあるものはことごとくみな，直線 RSにおいて切り取られ

た部分によって表示される。このあたりの事情をもう少し詳しく言うと，もし点 Pが点 Aと

重なるなら区間 APは消失するが，この区間は値 x = 0を表している。また，点 Pが点 Aか

ら遠ざかっていけばいくほど，区間 APはそれだけ大きな xの定値を表すことになる。

この区間 APは切除線と呼ばれる。

したがって，切除線は変化量 xの定値を表しているのである。」

「11　曲線について説明を行うにあたり，曲線の理論できわめてひんぱんに使用される若干

の呼称を確保しておくのがよいと思う。

まず初めに，xの値を切り取る場である直線 RSは軸あるいは基準線と呼ばれる。

xの値は点 Aを基点にして測定されるが，この点は切除の始点という名で呼ばれる。

軸の部分 AP により x の定値が明示されるが，この部分のことは切除線と呼ぶ習わしで

ある。

切除線の端点 Pから曲線に向かって伸びていって曲線に達する垂直線分 PMは，向軸線と

いう名称を獲得した，

ところで，この場合，向軸線と軸とのなす角度は直角であるから，向軸線は垂直向軸線とか

直交向軸線などと呼ばれる。実際，同様に考えていくと向軸線 PM が軸となす角度が斜角で

あってもかまわないわけであり，その場合には向軸線は傾斜向軸線と呼ばれるのである。この

場では，はっきりとした言葉でそうではない旨が指示されない限り，つねに直交向軸線を用い

て曲線の性質を説明することにしたいと思う。」

このように述べてから，オイラーは曲線の性質を解析幾何学的に調べていくのであるが，その際，

曲線をその曲線を表す方程式の次数に従って分類し，分類されたそれぞれの種属を目 (ordo，もく)

と呼んだ。それゆえ，直線は第 1目の線，円錐曲線は第 2目の線ということになる。

そして，

「85　第二目の線はあらゆる曲線の中で一番簡単な曲線であり，しかもはるかに崇高な幾何

学的世界全体を通じて，きわめて広範囲に及ぶ応用をもっている。第二目の線は円錐曲線とも

呼ばれるが，非常に多くの際立った性質が備わっている。それらは古代の幾何学者たちも発見

していたが，近年の幾何学者たちの手によりその数は大幅に増大した。第二目の線の諸性質の

知識はきわめて必要性が高いと判断されるから，たいていの著作者は，初等幾何学に続いてす

ぐに第二目の線の説明に移るのが習わしになっている。ただし，それらの性質はことごとくみ

な単一の原理から導かれるというわけではなく，方程式の力を借りて明るみに出されるものも
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あれば，円錐の切断に由来するものもあるし，別の道筋を通って描写されるものもある。」

とも述べている (『オイラーの解析幾何』p.47)。

(4) 楕円の特性式

以下では，円を楕円の特殊な場合として，円を含めて楕円ということにする。

楕円は (対になっている円錐のうちの一方の円錐の) すべての母線と交わる平面で円錐を切断し

たときに切断面に現れる曲線といえる。アポロニオスは楕円を特徴づける関係を『円錐曲線論』第

1巻命題 13において導いている (『ハイベア版』pp.48�53)。

「円錐があるとし，その頂点が点 Aであり，底面が円 BGであるとし，軸を通る平面によっ

て切断されるとすると，切断面は三角形 ABGになるとし，さらに，軸を通って置かれた三角

形の両方の辺と出会うが，円錐の底面に平行ではなく，反対側に引かれることもない，任意の

別の平面によって切断されるとし，そして，円錐の表面における切断線が直線 DEになるとし

よう。さらに，切断している面と円錐の底面である面の共通の切断線は BGに垂直な ZHであ

るとし，さらに，切断面の直径が EDであるとし，Eから EDに垂直に EJが引かれるとし，

さらに，Aを通って直線 EDに平行な AKが引かれるとし，DE : EJ = AK2 : BK × KGに

なるとし，切断線の上に任意の点 Lがとられるとし，Lを通って直線 ZHに平行な LMが引か

れるとしよう。私は，LMの平方は，幅として EMをもち，長方形 DE× EJに相似な図形が

不足している，直線 EJに結びつけられた広がりに等しい，と言う。

A

LE
R

MP D

X

O

N

J

K

Z

H
G

B
I

なぜならば。DJ が引かれ，M を

通って直線 JEに平行なMXNが引か

れ，さらに，J，Xを通って直線 EMに

平行な JN，XOが引かれ，Mを通って

直線 BGに平行な PMRが引かれると

しよう。いま，PRは直線 BGに平行

であり，さらに，LMは直線 ZHに平

行であるから，LM，PRによって規定

された平面は ZH，BGによって規定

された平面，すなわち円錐の底面，に平行である［ユークリッド (EÎkleÐdhc (Eukleides，Euclid)

: 前 300頃)『原論』第 11巻命題 15］。それゆえ，もし LM，PRを通る平面がつくられるなら

ば，切断面は円であろうし，その直径は PRであろう［命題 4］。そして，LMはそれに垂直で

ある。それゆえ，LM2 = PM×MRであろう。そして，

AK2 : BK×KG = ED : EJ　［［· · · · · · 1⃝］］
であり，

AK2 : BK×KG = (AK : KB)× (AK : KG)

であり，

AK : KB = EH : HB = EM : MP ［ユークリッド第 6巻命題 4］

AK : KG = DH : HG = DM : MR ［同］

［ここに載せた図では，BG (の延長) と ZHの交点として点 Iを記入してあるが，原図には

点 Iはない。原文中の EH，HB，DH，HGは，本来，それぞれ EI，IB，DI，IGとすべき
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であろう。原文では，点 Hを交点とみて EHなどとしたのであろう。］

であるから，

DE : EJ = (EM : MP)× (DM : MR)

であろう。さらに，

(EM : MP)× (DM : MR) = EM×MD : PM×MR

である。それゆえ，

EM×MD : PM×MR = DE : EJ = DM : MX［同］

である。しかし，共通の高さMEがとられると，

DM : MX = DM×ME : XM×ME

である。従って，

DM×ME : PM×MR = DM×ME : XM×ME

でもある。それゆえ，

PM×MR = XM×ME［ユークリッド第 5巻命題 9］

である。しかし，

PM×MR = LM2

であることを私たちは証明した。従って，

XM×ME = LM2 　［［· · · · · · 2⃝］］
でもある。ゆえに，LM の平方は，幅として EM をもち，長方形 DE × EJ に相似な広がり

ONが不足している，JEに結びつけられた広がりMOに等しい。そこで，このような切断線

は楕円 (êlleiyic，ellipsis) と，さらに，EJは DEに対して規則正しく引かれた直立のパラメー

ターと，さらに，同じものは直立辺 (ærjÐa pleurĹ，latus rectum) とも，さらに，EDは横断辺

(latus transversum) といわれる。」

êlleiyic は「不足，欠如」を表すギリシア語。

îrjioc は「直立した，真っ直ぐな」を表すギリシア語。

pleurĹ は「(多角形の) 辺」を表すギリシア語。

直立辺は通径とも訳されている。(ここでは直立辺という言い方の方を使うが，通径という呼び名で言わ

れることの方が多いかも知れない。)

直立辺を規定する関係式が 1⃝ なのであり， 2⃝ は任意にとられた LM に関する関係式である。

すなわち，これら 2つの式によって楕円は特徴づけられるのである。それら 2式のうち，特に， 2⃝
が重要である。

L

DF

M

E

X
O

N
J

F′

UU′

VV′
x

y

左図のように座標軸を設定して，長軸 EDの長さ

を 2a，短軸の長さを 2bとすると · · · · · ·

この楕円を表す方程式は
(x− a)2

a2
+

y2

b2
= 1

となるから，変形すると，

y2 =
2b2

a
x− b2

a2
x2 　 · · · · · · 3⃝

が得られる。

そこで，直立辺 EJを EJ =
2b2

a
となるようにと
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れば，ED : EJ = OX : OJ，すなわち 2a :
2b2

a
= x : OJ，であることから，OJ =

b2

a2
xとなる。

それゆえ， 2⃝ 式から LM2 = XM×ME = OE×ME = (EJ−OJ)×MEであるから，

y2 =

(
2b2

a
− b2

a2
x

)
× x =

2b2

a
× x− b2

a2
x× x =

2b2

a
x− b2

a2
x2

が得られ，これは 3⃝ 式と同じものである。つまり， 2⃝ 式は

LMの平方 = 長方形MX× EM = 長方形 EJ× EM−長方形 OJ×OX

を表しているのであり，それは楕円の方程式そのものといえるのである。

このことから，楕円では，軸上の任意の点Mについて，LMの平方は直立辺に結びつけられた

長方形 EJNMと比べて長方形 OJNXの分だけ「不足」しているといえるので，êllειψιcと呼んだ

のであろう。

また，この楕円の焦点 F，F′ の座標は ( ±
√
a2 − b2 + a，0 ) である［焦点の定義は後述］から，

x = ±
√
a2 − b2 + aを楕円を表す方程式に代入すると，

{(
±
√
a2 − b2 + a

)
− a
}2

a2
+

y2

b2
= 1か

ら，y2 =
b4

a2
が得られ，y = FU = F′U′ =

b2

a
となる。従って，

UV = U′V′ =
2b2

a
= EJ

であり，直立辺の長さは焦点を通る (楕円内における) 線分の長さに等しいことが分かる。そして，

この直立辺 EJは 1つずつの楕円に対して一意的に定まる定線分である。

楕円の端に「へその緒」のような線分 EJをつけることの背景はここにあったのである。

(5) 放物線の特性式

放物線はある母線に平行な平面で円錐を切断したときに切断面に現れる曲線といえる。放物線を

特徴づける関係は『円錐曲線論』第 1巻命題 11で扱われる (『ハイベア版』pp.36�43)。

A

Z

J

K
N

L
M

G
D

H
E

B

「円錐があるとし，その頂点が点 Aであり，底面が円 BGである

とし，軸を通る平面によって切断されるとすると，切断面は三角形

ABGになるとし，さらに，円錐の底面が BGに垂直な第 2の直線

DEを切り取る，任意の別の平面によって切断されると円錐の切断

面に DZEをつくり，さらに，切断面の直径 ZHは軸を通って置か

れた三角形の辺 AG に平行であるとし，点 Z から直線 ZH に垂直

で，BG2 : BA×AG = ZJ : ZAとなる，ZJが引かれるとし，切断

線の上に任意の点 Kがとられるとし，Kを通って直線 DEに平行

な KLが引かれるとしよう。私は，KL2 = JZ× ZLである，と言う。

なぜならば。Lを通って直線 BGに平行なMNが引かれるとしよう。確かに，KLもまた直

線 DEに平行である。それゆえ，KL，MNによって規定された平面は BG，DEによって規定

された平面，すなわち円錐の底面，に平行である［ユークリッド第 11巻命題 15］。それゆえ，

KL，MNによって規定された平面は円であり，その直径はMNである［命題 4］。そして，DE

は BGに対して垂直でもあるから，KLはMNに対して垂直である［ユークリッド第 11巻命

題 10］。それゆえ，ML× LN = KL2 である。そして，

BG2 : BA×AG = JZ : ZA

であり，
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BG2 : BA×AG = (BG : GA)× (BG : BA)

であるから，

JZ : ZA = (BG : GA)× (GB : BA)

であろう。確かに，

BG : GA = MN : NA = ML : LZ ［ユークリッド第 6巻命題 4］

であり，

BG : BA = MN : MA = LM : MZ［同］= NL : ZA ［ユークリッド第 6巻命題 2］

である。それゆえ，

JZ : ZA = (ML : LZ)× (NL : ZA)

である。さらに，

(ML : LZ)× (LN : ZA) = ML× LN : LZ× ZA

である。それゆえ，

JZ : ZA = ML× LN : LZ× ZA

である。さらに，共通の高さ ZLがとられると，

JZ : ZA = JZ× ZL : LZ× ZA

である。それゆえ，

ML× LN : LZ× ZA = JZ× ZL : LZ× ZA

である。それゆえ，

ML× LN = JZ× ZL ［ユークリッド第 5巻命題 9］

である。確かに，ML× LN = KL2 である。それゆえ，

KL2 = JZ× ZL

でもある。

さらに，このような切断線は放物線 (parabolă，parabola) といわれ，さらに，JZは直径 ZH

に対して規則正しく引かれた直立のパラメーターと，さらに，直立辺ともいわれる。」

parabolă は「対比，比較，並置」を表すギリシア語。動詞なら，parabĹllw「並べて置く，対置

する，対比する，比較する」がある。

アポロニオスによって円錐曲線に付けられた名称 êlleiyic，parabolă，Íperbolăは，領域付置

(面積のあてはめ，面積添付) といわれる「ギリシア幾何学の中でも注目を集めてきた問題」(『エ

ウクレイデス全集』第 1巻 p.108) およびその解法に関連する用語であるという。

なお，領域付置とは，「1つの直線と，1つの直線図形が与えられたときに，与えられた直線図形

に等しい平行四辺形 (あるいは長方形) を与えられた直線の傍らに描く作図問題，およびその解

法」(同上) であり，ピュタゴラス (Pujagìrac (Pythagpras) : B.C.572?�B.C.497?) 学派に由

来するものとされている。

領域付置には単純な領域付置と，不足と超過を伴う領域付置とがあり，ユークリッド『原論』で

は前者は第 1巻命題 44に，後者は第 6巻命題 28，29に見られる。そして，不足を伴う領域付置

は l，S が与えられたときに，

x+ y = l ，xy = S

となる x，y を求める問題と解釈することができ，他方，超過を伴う領域付置は l，S が与えられ

たときに，

x− y = l ，xy = S

となる x，y を求める問題と解釈できる。
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放物線を特徴づける関係式 KL2 = JZ× ZL［· · · · · · 4⃝］を現代的に見るために下図のように座
標軸を設定すると · · · · · ·

K

L

Z

J

F

U

V

x

y

直立辺 ZJ を ZJ = 4p となるようにとると， 4⃝ 式が表

しているのは y2 = 4pxということであり，これはまさし

く放物線を表す方程式に他ならない。

放物線 y2 = 4px の焦点 F の座標は ( p，0 ) であるか

ら，x = p を代入すると，y2 = 4p2 が得られ，これから

y = FU = 2pとなる。従って，UV = 4p = ZJとなる。す

なわち，直立辺の長さは焦点を通る線分の長さに等しい。

4⃝ 式が表しているのは，放物線の軸上の任意の点 Lについて，LKの平方が直立辺に結びつけ

られた長方形 ZJ× ZLに等しいということだから，παραβοlήと呼んだのであろう。

(6) 双曲線の特性式

双曲線は対になっている円錐の両方に交わる平面で円錐を切断したときに切断面に現れる曲線と

いえる。そして，双曲線を特徴づける関係は『円錐曲線論』第 1巻命題 12で述べられる (『ハイベ

ア版』pp.42�47)。

「円錐があるとし，その頂点が点 Aであり，底面が円 BGであるとし，軸を通る平面によっ

て切断されるとすると，切断面は三角形 ABGになるとし，さらに，円錐の底面が三角形 ABG

の底線 BGに垂直な第 2の直線 DEを切り取る，任意の別の平面によって切断されると円錐の

切断面に DZEをつくり，さらに，延長された切断面の直径 ZHは三角形 ABGの辺 AGと円

錐の頂点を越えた Jにおいて出会うとし，Aを通って切断面の直径 ZHに平行な AKが引か

れ，BGを切断するとし，Zから ZHに垂直に ZLが引かれ，KA2 : BK×KG = ZJ : ZLとな

るとし，切断線の上に任意の点Mがとられるとし，Mを通って直線 DEに平行なMNが引か

れ，さらに，Nを通って直線 ZLに平行な NOXが引かれて，引かれた JLが Xまで延長され

るとし，点 L，Xを通って直線 ZNに平行な LO，XPが引かれるとしよう。私は，MN2 = ZX

である，と言い，これ［右辺］は，幅として ZNをもち，長方形 JZ×ZLに相似な［ユークリッ

ド第 1巻命題 26 (第 6巻命題 24？)］図形 LXが超過している，直線 ZLに結びつけられたもの

である。

J

A

Z
LP

M
S

N
R

OX

D
G

KH
E

B

なぜならば。Nを通って直線 BGに平行な RNSが引かれると

しよう。さらに，NMは直線 DEに平行である。それゆえ，MN，

RS によって規定される平面は BG，DE によって規定される平

面，すなわち円錐の底面，に平行である［ユークリッド第 11 巻

命題 15］。それゆえ，MN，RS によって規定される平面によっ

てもたらされた切断面は円であろうし，その直径は RNSである

［命題 4］。そして，MN はそれに対して垂直である。それゆえ，

RN×NS = MN2 である。そして，

AK2 : BK×KG = ZJ : ZL

であり，

AK2 : BK×KG = (AK : KG)× (AK : KB)
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であるから，

ZJ : ZL = (AK : KG)× (AK : KB)

でもあるであろう。さらに，

AK : KG = JH : HG = JN : NS ［ユークリッド第 6巻命題 4］

であり，

AK : KB = ZH : HB = ZN : NR ［同］

である。それゆえ，

JZ : ZL = (JN : NS)× (ZN : NR)

である。さらに，

(JN : NS)× (ZN : NR) = JN×NZ : SN×NR

である。それゆえ，

JN×NZ : SN×NR = JZ : ZL = JN : NX ［同］

である。さらに，共通の高さ ZNがとられると，

JN : NX = JN×NZ : ZN×NX

である。それゆえ，

JN×NZ : SN×NR = JN×NZ : XN×NZ

でもある。それゆえ，

SN×NR = XN×NZ ［ユークリッド第 5巻命題 9］

である。さらに，

MN2 = SN×NR

であることを私たちは証明した。それゆえ，

MN2 = XN×NZ

でもある。確かに，

XN×NZ = XZ

である。ゆえに，MNの平方は，幅として ZNをもち，長方形 JZLに相似な広がり LXが超過

している，直線 ZLに結びつけられた長方形 XZに等しい。さらに，このような切断線は双曲

線 (Íperbolă，hyperbola) と，さらに，LZは ZHに対して規則正しく引かれた直立のパラメー

ターといわれる。さらに，同じものは直立辺と，さらに，ZJは横断辺といわれる。」

Íperbolă は「超過，過剰」を表すギリシア語。

双曲線を特徴づける関係はMN2 = XN×NZであるが，これは次のように現代化される。

M

N

O

X

L

Z

P

J F

U

V

x

y

F′

U′

V′

左図のように座標軸を設定し，双曲線を表す方

程式を
(x+ a)2

a2
− y2

b2
= 1とすると，

y2 =
2b2

a
x+

b2

a2
x2

=
2b2

a
× x+

b2

a2
x× x

となる。

いま，直立辺 ZLを ZL =
2b2

a
となるようにと

ると，ZJ : ZL = OL : OXであるから，ZJ = 2a
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より，OX =
b2

a2
xとなる。

従って，上の (変形された) 双曲線を表す方程式は

MNの平方 =長方形 NX× ZN = 長方形 ZL× ZN +長方形 OX× ZN

を意味していることになる。

このように，双曲線では，軸上の任意の点 Nについて，MNの平方は直立辺に結びつけられた長

方形 ZLONと比べて長方形 LPXOの分だけ「超過」していることになるから，Íπερβοlήと呼ん

だのであろう。

この双曲線の焦点 F，F′ の座標は ( ±
√
a2 + b2 − a，0 ) であるから，x = ±

√
a2 + b2 − a

を双曲線を表す方程式に代入すると，y2 =
b4

a2
が得られ，y = FU =

b2

a
となる。従って，

UV =
2b2

a
= ZL であり，ここでも，直立辺の長さは焦点を通る線分の長さに等しいことが確認

できる。

以上のように，円錐曲線における直線の平方は直立辺に結びつけられた長方形と同等であるか，

あるいはそれに対して何らかの長方形が「不足」または「超過」しているか，という形で統一的に

捉えられるのである。そして，そこに現れる，円錐曲線のそれぞれを特徴づける関係式 �� 特性

式 (sÔmptwma，symptoma) ��
楕　円 · · · · · · LM2 = EM×MX

放物線 · · · · · · KL2 = ZJ× ZL

双曲線 · · · · · · MN2 = ZN×NX

はこんにち円錐曲線を表す方程式として用いているものと同じものであると解することができるの

である。

(7) 焦点，準線，離心率

焦点は上で既に現れているが，円錐曲線の焦点や準線は次のように定義される。

F
F′

p

t

sv
g

g′

円錐を平面 πで切断したときにできる円錐曲線［左図

では楕円］に対して，平面 πおよび円錐面に接する球面

が �� 楕円，双曲線のときは 2つ，放物線のときは 1

つ �� できる。その球面と平面 πとの接点 F，F′［放

物線のときは，いずれか 1つだけ］を切断面 πに現れた

円錐曲線の焦点という。

また，このとき，その接する球面と円錐との接点の全

体は円をつくる。その円を含む平面を τ，σv とし，平面

πと平面 σvとの交線を g，平面 πと平面 τとの交線を g′

とするとき，それらの直線 g，g′［放物線のときは，いず

れか 1つだけ］をその円錐曲線の準線 (directrix) という。

さらに，円錐曲線が楕円または双曲線の場合，線分 FF′ の中点を楕円または双曲線の中心とい

う。放物線には中心はない。

また，円錐曲線は，焦点 Fへの距離の，準線 g への距離に対する比 eが一定である点の軌跡，と

いうことができる。そして，この比 eを離心率 (eccentricity) または心差率という。0 < e < 1のと

き楕円，e = 1のとき放物線，e > 1のとき双曲線である (円のときは e = 0と考える)。
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特性式に関する項で見たように，適当な直交座標を導入すると，放物線は y2 = 4px，楕円は
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b)，双曲線は

x2

a2
− y2

b2
= 1と表せるが，このとき，

放物線では，F ( p，0 ) で，準線 x = −p

楕円では，F，F′ ( ±
√
a2 − b2，0 )=( ±ae， 0 )で，e =

√
a2 − b2

a
，準線 x = ± a

e

双曲線では，F，F′ ( ±
√
a2 + b2，0 )=( ±ae， 0 )で，e =

√
a2 + b2

a
，準線 x = ± a

e
である。

さらに，楕円は FX+F′X = 2aを満たす，双曲線は |FX− F′X| = 2aを満たす，点 Xの軌跡と

いってもよい。

焦点に関連して，アポロニウスは次のような定理［『円錐曲線論』第 3巻命題 45］を挙げている

(『ハイベア版』pp.422�427)。

「もし双曲線あるいは楕円あるいは円あるいは対置された［双曲線］において，軸の両端点

から垂直な直線が引かれ，軸の両側において［直径に隣接している］図形の 4分の 1に等しい

広がりが，双曲線および対置された［双曲線］においては平方の図形［正方形］が超過して，

さらに，楕円においては［それが］不足して，添付され，そして，切片［曲線］に接し，垂直

な直線と出会う直線が引かれるならば，それらの交点から添付によって生じた点［焦点］まで

引かれた直線は，私たちが述べた，その点［焦点］において直角になる。

D
E

G

B
HZ

A

E

D

H
BA

Z

G

私たちが述べた，何らかの切片［曲線］

があるとし，その軸が AB，さらに，垂

線が AG，BD，さらに，接線が GEDで

あるとし，そして，［軸の］両側において

［直径に隣接している］図形の 4 分の 1

に等しい AZ×ZBおよび AH×HBが，

私たちが述べたように，添付され，そし

て，GZ，GH，DZ，DHが引かれるなら

ば，私は，角 GZDおよび GHDは直角である，と言う。

なぜならば。私たちは AG×BDが ABに隣接している図形の 4分の 1に等しいこと［命題

42］，さらに，AZ× ZBがその図形の 4分の 1に等しいことが真実であること，を証明したか

ら，AG × DB = AZ × ZB であろう。それゆえ，GA : AZ = ZB : BD である［ユークリッ

ド第 6巻命題 16］。そして，A，Bに置かれた角は直角である。それゆえ［ユークリッド第 6

巻命題 6］，∠AGZ = ∠BZD，∠AZG = ∠ZDBである。そして，∠GAZは直角であるから，

∠AGZ + ∠AZG は 1 つの直角に等しい［ユークリッド第 1 巻命題 32］。そして，私たちは，

∠AGZ = ∠DZBであることもまた証明した。それゆえ，∠GZA + ∠DZBは 1つの直角に等

しいであろう。ゆえに，残りの角 DZGは直角である［ユークリッド第 1巻命題 13］。さらに，

同じ方法によって，私たちは，∠GHDもまた直角であることを証明するであろう。」

この命題のような添付［不足・超過を伴う領域付置］によって生じた点 Z，Hがその円錐曲線の

焦点である。ただし，アポロニオスは「焦点」という用語を用いていない。彼は焦点を，この命題

にあるように，「添付［付置］によって生じた点」と呼んでいた。
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なお，この命題に出てくる「直径に隣接している図形」とは直径と直立辺とがつくる長方形 (の

面積) のことで，具体的には，2a× 2b2

a
= 4b2 のことである。だから，その 4分の 1は b2 で，楕

円なら短軸の長さの半分の平方である。

また，楕円，双曲線の軸を AB とし，中心より A 側の焦点を Z，B 側の焦点を H とするとき，

AZ× ZB = AH×HB = b2 となることは容易に分かる。

� 注意 �

以上では，横長 (x軸方向の方が長い) の楕円，左右

(x軸の方向) に 2つの双曲線について調べたが，左図

のような，縦長 (y 軸方向の方が長い) の楕円，上下

(y 軸の方向) に 2つの双曲線を考えることもできる。

そのときには，上の議論で，xと y の役割を交換す

ることになる。

すなわち，楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1については，a < bであり，焦点の座標は ( 0，±

√
b2 − a2 )で，

直立辺の長さは
2a2

b
である。また，双曲線については，標準形は

x2

a2
− y2

b2
= −1で，焦点の

座標は ( 0，±
√
a2 + b2 )，直立辺の長さは

2a2

b
である。

ただし，以下でも，主に対象とするのは横長の楕円，左右 2つの双曲線である。そのため，楕円

については特に断らない限り a > b とし，その旨をいちいち表記しないことにする。

(8) 極方程式，媒介変数表示

この項では eは離心率を表すものとする。

楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (上で注意したように a > bとする) について，この楕円と x軸との交点の

間の線分を長軸といい，この楕円と y 軸との交点の間の線分を短軸という。このとき，長軸の長さ

は 2aで，短軸の長さは 2bである。

Q

P

θ AB
O

P

X
F

f
r

楕円の長軸を直径とする円をその楕円の補助円という。左図で，

楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1の補助円上の任意の点 Qに対して，Qから x

軸に下ろした垂線と楕円との交点を P( x，y )とし，∠AOQ = θと

するとき， {
x = a cos θ

y = b sin θ

と表すことができる。これは楕円の媒介変数表示の 1つである。こ

の角 θ を離心角または心差角という。［θ は ∠AOPではないことに

注意。］

また，焦点 F( ae，0 )を原点とし，x軸の正の方向に向かう半直

線 FXを原線 (始線ともいう) とするとき，楕円上の任意の点 Pの

極座標 ( r，ϕ )について，

r =
l

1 + e cosϕ
　
(
ただし，l =

b2

a

)
である。これは楕円の極方程式である。ここで，lは直立辺の長さの半分に等しいことに注意。
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Q
P

X
HF

f

O

r

楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1について，左図の場合，焦点の座標は

F( ae，0 )で，準線の方程式は x =
a

e
であるから，焦点と準

線との距離は c =
a

e
− ae =

a

e

(
1− e2

)
=

b2

ae
となる。

さて，
PF

PQ
= eであり，PQ = c− r cosϕであるから，

r

c− r cosϕ
= e　より　 r =

ce

1 + e cosϕ
=

b2

a

1 + e cosϕ
=

l

1 + e cosϕ

となる。

極方程式の導出は，双曲線，放物線の場合も同様にできる (はず) だから，以下では省略する。

双曲線の頂点 A，Bを結ぶ線分［その長さは 2a］を直径とする円をその双曲線の補助円という。

下左図で，双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1の上の任意の点 P( x，y )から x軸に下ろした垂線の足を Hと

し，Hから補助円に接線を引いて，その接点を Tとするとき，∠HOT = θとすると，{
x = a sec θ

y = b tan θ

と表すことができる。これは双曲線の媒介変数表示の 1つであり，この角 θ を離心角という。

P
T

HO

θ AB
X

F

P

f
r

また，焦点 F( ae，0 )

を原点とし，x 軸の正の

方向に向かう半直線 FX

を原線とするとき，双曲

線上の任意の点 P の極

座標 ( r，ϕ )について，

r =
l

1− e cosϕ
　
(
ただし，l =

b2

a

)
である。これは双曲線の極方程式である。ここで，lは直立辺の長さの半分に等しいことに注意。

放物線については · · · · · ·

P

X
F

f

r

焦点 ( p，0 )を原点とし，x軸の正の方向に向かう半直線 FXを原線と

するとき，放物線上の任意の点 Pの極座標 ( r，ϕ )について，

r =
l

1− cosϕ
　 (ただし，l = 2p)

である。これは放物線の極方程式である。ここで，l は直立辺の長さの半

分に等しいことに注意。

放物線 y2 = 4pxにおいて，x = pt2 とおけば，y = 2ptとできるから，

放物線上の任意の点 P( x，y )は{
x = pt2

y = 2pt

と表すことができる。これは放物線の媒介変数表示の 1つである。

(9) 接線

ユークリッド『原論』第 3巻の「定義」2によれば，
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「円に触れる直線で，延長されたとき円を切らないものはすべて円に接すると言われる」

(『エウクレイデス全集』第 1巻 p.279)のであるが，そのような直線を接線と呼び，この呼び名は円錐

曲線にも準用される。

まず，放物線の接線については『円錐曲線論』第 1巻命題 33がその描き方を示している (『ハイ

ベア版』pp.98�101)。

「もし放物線の上に任意の点がとられ，そして，そこから直径に対して規則正しく直線［縦

線］が引かれ，そして，直径についてそこから頂点まで切り取られた直線に等しい直線がその

端点から真っ直ぐに置かれるならば，そのようにして生じた点から仮定された点まで引かれた

直線は切片［放物線］に接するであろう。

H

ZG

BDEA

GH

Z

DBA

放物線があるとし，その直径が ABであ

るとし，そして，規則正しく［縦線］GD

が引かれ，そして，AE = EDとおかれ，

そして，AGが引かれるとしよう。私は，

延長された AG は切片の外部に落ちる，

と言う。

なぜならば。もし可能ならば，GZの

ように内部に落ちるとし，規則正しく［縦線］HBが引かれるとしよう。そして，BH2 : GD2 >

ZB2 : GD2［ユークリッド第 5巻命題 8］であり，さらに，ZB2 : GD2 = BA2 : AD2［ユーク

リッド第 6巻命題 4］，HB2 : GD2 = BE : DE［命題 20］であるから，

BE : ED > BA2 : AD2

であろう。さらに，

BE : ED = 4BE× EA : 4AE× ED

である。それゆえ，

4BE× EA : 4AE× ED > BA2 : AD2

でもある。それゆえ，交換されると，

4BE× EA : AB2 > 4AE× ED : AD2

であるが，これは不可能である。なぜならば，AE = EDであるから，4AE× ED = AD2 で

あろうし，さらに，4BE×EA < BA2［ユークリッド第 2巻命題 5］であり，確かに，Eは中

央の点ではない。それゆえ，AGは切片の内部には落ちない。ゆえに，接する。」

このことは解析幾何学的に見ると次のようになろう。

放物線を表す方程式を y2 = 4px とし，接点 G の座標を ( g，h ) (g > 0，h > 0) としよ

う［下図］。このとき，放物線を表す方程式の両辺を x で微分すると，2yy′ = 4p であるから，

y′ =
4p

2y
=

2p

y
=

p
√
px

=

√
p

x
となる。

従って，x = g に対応する点 Gにおける接線の方程式は

y =

√
p

g
(x− g) + 2

√
gp =

√
p

g
x+

√
gp

となる。

この接線の方程式において y = 0とすれば，x = −g が得られるから，接線と x軸との交点，す
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なわち点 A，の x座標は − g であることが分かる。すなわち，x軸上で AE = EDとなる点 Aを

捜し，AGを結べば，直線 AGが接線になる。

g− g

G

DEA

さて，y2 = 4px であるから，h2 = 4gp，p =
h2

4g
となって，

点 G( g，h )における接線の方程式は

y =

√
p

g
x+

√
gp =

√
h2

4g2
x+

√
h2

2

=
h

2g
x+

h

2

となる。この両辺に hを掛けて，整理すると，接線の方程式として

hy =
h2

2g
x+

h2

2
　すなわち　 hy = 2p (x+ g)

が得られる。［すなわち，接点を ( x1，y1 )とすると，接線の方程式は y1y = 2p(x+ x1)というこ

とになる。］

放物線の接線に関連して，アポロニオスは『円錐曲線論』第 1 巻命題 42 として次のような命

題を挙げている (『ハイベア版』pp.128�131)。ヴァン・デル・ウァルデン (Bartel Leendert van der

Waerden : 1903�1996) によれば，ノイゲバウアー (Otto Neugebauer : 1899�1990) はこの命題 42お

よび次の命題 43を「二接線定理」と呼んでいたという (『数学の黎明』p.348)。

「もし放物線に接する直線が直径と出会い，そして，接点から直径の方に規則正しく直線［縦

線］が引かれ，さらに，切片［放物線］の上に任意にとられた点から直径の方に，1つは接線

に，もう 1つは接点から規則正しく引かれた直線に平行に，2つの直線が引かれるならば，そ

れらによってつくられた三角形は，接点から規則正しく引かれた直線および切片の頂点からそ

の平行線によって切り取られた直線［横線］に囲まれた平行四辺形に等しい。

GH

D

JZBEA

放物線があるとし，その直径が ABであるとして，切片に接する

AGが引かれ，そして，規則正しくGJが引かれ，そして，任意の点

から［規則正しく］DZが引かれ，そして，Dを通って直線 AGに

平行な DEが，さらに，Gを通って直線 BZに平行な GHが，さら

に，Bを通って直線 JGに平行な BHが引かれるとしよう。私は，

［三角形］DEZ =［平行四辺形］HZである，と言う。

なぜならば。AGは切片に接し，GJは規則正しく引かれているか

ら，AB = BJであろう［命題 35］。それゆえ，AJ = 2JBである。それゆえ，AJG = BGで

ある［ユークリッド第 1巻命題 41］。そして，切片であることから GJ2 : DZ2 = JB : BZであ

り［命題 20］，

GJ2 : DZ2 = AGJ : EDZ ［ユークリッド第 6巻命題 19］

JB : BZ = HJ : HZ ［ユークリッド第 6巻命題 1］

であるから，

AGJ : EDZ = JH : ZH

であろう。それゆえ，入れ換えて，

AJG : BG = EDZ : HZ

である。さらに，AGJ = HJである。ゆえに，EDZ = HZである。」
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次に，楕円，双曲線の接線であるが，それは『円錐曲線論』第 1巻命題 34にある (『ハイベア版』

pp.100�105)。

X
Z

JM
K

G
O

N

HDAEB

L

「もし双曲線あるいは楕円あるいは円周の上に［任意の］

点がとられ，そして，そこから直径に対して規則正しく直

線が引かれ，そして，規則正しく引かれた線からその図形

の横断辺の両端まで切り取られた直線が互いにもつ比と，

頂点のそばに置かれた部分が互いに［それらに］対応する

ように，横断辺の部分がそれ［に等しい比］をもつならば，

横断辺の上にとられた点および切片の上にとられた点を結

んでいる直線は切片［曲線］に接するであろう。

放物線あるいは楕円あるいは円周があるとし，その直径が ABであるとし，切片の上に任意

の点 Gがとられ，Gから規則正しく GDが引かれ，BD : DA = BE : EAになるとし，そし

て，EGが引かれるとしよう。私は，GEは切片に接する，と言う。

J
ZG

X
L

O
N

B
HDAE

M
K

G
J

Z

X
N

OL

B
D

HAE
K

M

なぜならば。もし可能ならば，例えば EGZが［曲線を］切断するとし，その上に任意の点 Z

がとられ，そして，規則正しく HZJが引かれ，A，Bを通って直線 EGに平行な AL，BKが

引かれ，そして，引かれた DG，BG，HGが点 K，X，Mまで延長されるとしよう。そして，

BD : DA = BE : EA

であり，さらに，

BD : DA = BK : AN ［ユークリッド第 6巻命題 4］

でもあり，そして［ユークリッド第 6巻命題 2］，

BE : AE = BG : GX = BK : XN ［ユークリッド第 6巻命題 4］

であるから，

BK : AN = BK : NX

である。それゆえ，AN = NXである［ユークリッド第 5巻命題 9］。それゆえ，

AN×NX > AO×OX ［ユークリッド第 2巻命題 5］

である。それゆえ，NX : XO > OA : AN［エウトキオス］である。さらに，

NX : XO = KB : BM ［ユークリッド第 6巻命題 4］

である。それゆえ，KB : BM > OA : ANである。それゆえ，

KB×AN > MB×AO

である。それゆえ，KB × AN : GE2 > MB × AO : GE2［ユークリッド第 5巻命題 8］であ

る。さらに，三角形 BKD，EGD，NADの相似性［エウトキオス］のために

KB×AN : GE2 = BD×DA : DE2
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であり，MB×AO : GE2 = BH×HA : HE2である。それゆえ，BD×DA : DE2 > BH×HA :

HE2 であろう。それゆえ，交換されると，BD×DA : BH× HA > DE2 : EH2 である。さら

に，BD×DA : BH×HA = GD2 : HJ2［命題 21］であり，DE2 : EH2 = GD2 : ZH2［ユー

クリッド第 6 巻命題 4］である。それゆえ，GD2 : JH2 > GD2 : ZH2 でもある。それゆえ，

JH < ZH［ユークリッド第 5巻命題 8］である。これは不可能である。ゆえに，EGは切片を

切断しない。それゆえ，接する。」

こちらも現代的に見てみよう。

G

DAEB

dae− a

G

BDAE
ad− ae

上図のように座標軸を設定すると，双曲線，楕円を表す方程式は
x2

a2
± y2

b2
= 1 ［複号は双曲

線が下側，楕円が上側］となる。いま，接点 Gの座標を ( d，g )とおくと，
d2

a2
± g2

b2
= 1より，

g2 = ±
(
b2 − b2

a2
d2
)
となる。

さて，双曲線，楕円を表す方程式の両辺を x で微分すると，
2x

a2
± 2y

b2
y′ = 0 となるから，

y′ = ∓ b2x

a2y
となる。従って，点 Gにおける接線の方程式は，y = ∓ b2d

a2g
(x− d) + g より，

gy = ∓ b2d

a2
x± b2

a2
d2 + g2 = ∓ b2d

a2
x± b2 ［複号同順］

となる。ここで，接線と x 軸との交点を求めるために y = 0 とおくと，x［ = e］=
a2

d
が得ら

れる。

なお，上の式から，

dx

a2
± gy

b2
= 1　［複号は楕円が +，双曲線が −］

が得られるが，これが点 G( d，g )における楕円，双曲線の接線の方程式である。［教科書風には，

点 ( x1，y1 )における接線の方程式は
x1x

a2
± y1y

b2
= 1である，ということになる。］

ところで，アポロニオスが言うところでは，BD : DA = BE : EAとするということだから，

双曲線では (d+ a) : (d− a) = (e+ a) : (a− e)

楕円では (a− d) : (d+ a) = (a− e) : (−a− e)

である。いずれの場合にも，e =
a2

d
が得られるから，アポロニオスの主張が確かめられたことに

なる。

このように，双曲線でも楕円でも，BD : DA = BE : EAによって点 Eを捜せば，接線を引くこ

とができるという統一的な方法が示されたのである。

また，この結果を見ると，接線と x軸との交点 Eの位置は双曲線，楕円を表す方程式に現れる b

の値には無関係であることが分かる。ということは，例えば楕円の場合，直径 ABの長さが一定な
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らば，横長であろうと縦長であろうと，x = dの線上にあるすべての接点に対して，接線はすべて

同一の点 Eから引ける，のである。

接線に関連する『円錐曲線論』第 1巻命題 43 �� 楕円，双曲線についての二接線定理 �� は

次のようである (『ハイベア版』pp.130�133)。

「もし双曲線あるいは楕円あるいは円の周囲に接する直線が直径と出会い，そして，接点から

直径の方に規則正しく直線［縦線］が引かれ，さらに，頂点を通ってこれに平行な，そして接

点および中心を通って引かれた直線に出会う，直線が引かれ，そして，切片［曲線］の上に任

意にとられた点から直径の方に，1つは接線に，もう 1つは接点から規則正しく引かれた直線

に平行に，2つの直線が引かれるならば，それらによってつくられた三角形は，双曲線におい

ては，中心および接点を通って引かれた直線によって切り取られた三角形より半径の上に描か

れた，それによって切り取られた三角形に相似な三角形だけ小さいであろうし，楕円または円

の周囲においては，中心の近くに切り取られた三角形が加えられると，半径の上に描かれた，

それによって切り取られた三角形に相似な三角形に等しいであろう。

E

M

H
L

ZKBJDG

A

L
M

E

H

GZKBJD

双曲線あるいは楕円あるいは円の周囲があるとし，その直径が AB，さらに中心が Gである

として，切片［曲線］に接する［直線］DEが引かれ，そして，GEが引かれ，そして，規則正

しく EZが引かれ，さらに，切片の上に任意の点 Hがとられ，そして，接線に平行な HJが引

かれ，そして，規則正しく HKが引かれ，さらに，Bを通って規則正しく BLが引かれるとし

よう。私は，三角形 KMGは三角形 GLBより三角形 HKJだけ異なっている，と言う。

なぜならば。EDは接する［直線］，さらに，EZは規則正しく引かれた［直線］であるから，

EZ : ZDは，比 GZ : ZEおよび直立辺が横断辺に対してもっているそれから合成された比を

もつ［命題 39］。さらに，

EZ : ZD = HK : KJ

であり［ユークリッド第 6巻命題 4］，GZ : ZE = GB : BLである［同］。それゆえ，HK : KJ

は，比 BG : BL および直立辺が横断辺に対してもっているそれから合成された比をもつで

あろう。そして，命題 XLIで証明されたことから，三角形 GKMは三角形 BGLより三角形

HJKだけ異なっている。なぜなら，それらより 2倍大きい，平行四辺形について同じことが

証明されているから［エウトキオス］。」

接線に関しては，「もし放物線に接している 3つの直線が互いに出会うならば，それらは同じ比

に切断されるであろう。」(『円錐曲線論』第 3巻命題 41) などの性質があるが，それらは割愛しよう。
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(10) 法線

法線は，通常，曲線 C上の 1点 Pにおいて Cに接線 tが引けるとき，接点 Pを通り接線 tに垂

直な直線を Pにおける Cの法線という，と定められる。平面曲線 Cに対して，C上の点 Pにおけ

る Cの法線はただ 1つである。

しかし，アポロニオスは「(曲線外の) ある点から曲線上の点に引いた線分が極大あるいは極小に

なるとき，その線分を法線という」というように定めた。法線については『円錐曲線論』第 5巻で

扱われるが，ここではハレー (Edmond Halley : 1656�1742) の手になる，

Apollonii Pergaei Conicorum Libri Tres Posteriores ex Arabico Sermone in Latinum Con-

versi, cum Pappi Alexandrini Lemmatis. (「アラビア語からラテン語に翻訳された，ペルガのア

ポロニオスの円錐曲線論の後半の 3 巻，併せてアレクサンドリアのパッポスによる補題」)

によるものとする。参照するときには『ハレー版』ということにする。

まず，放物線については『円錐曲線論』第 5巻命題 8 (『ハレー版』pp.6�7)。
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「もし放物線の軸の上に，切断線［円錐切断のことで，ここでは放物

線］の頂点から直立辺の半分より大きく離れている，点［E］がとられ

るとし，そして，その点から切断線の頂点の方向に直立辺の半分に等

しい軸の切片［EZ］が置かれるとし，その端点［Z］から切断線との交

点［H］まで延長されるであろう軸に垂直な線［ZH］が立てられると

し，その交点およびはじめに与えられた点を結ぶ直線［EH］が引かれ

るならば，その直線［EH］は軸の上に与えられたその点［E］から切断

線まで引かれるであろうすべての［直線のうちで］最小［極小］であ

ろう。しかし，両側において同じもののより近くにあるその他のものはより遠く離れたものよ

り小さいであろう。さらに，任意に引かれたものの平方の最小のものの平方を超える超過分は

それらの端点から軸まで下ろされた規則正しく結びつけられたもの［縦線］の間に切り取られ

た部分の平方に等しいであろう。」(証明略)

この命題は直線 EHが点 Hにおける放物線の法線であることを主張している。すなわち，放物

線上の点 Hにおいて法線を引くには，Hから軸に垂線を下ろし，その足 Zから頂点とは逆の方向

に直立辺の半分だけ離れた点 Eを求めて，直線 EHを引けばよい，ということになる。

H

EZG
a e

K

X

k

左図のように座標軸を設定し，放物線を表す方程式を

y2 = 4pxとすると，先に見たように，点 Hでの接線の傾

きは

√
p

a
となるから，点 Hにおける法線の方程式は

y = −
√

a

p
(x− a) + 2

√
ap

となる。

この法線が x軸と交わる点 Eの x座標 eを求めるために y = 0とすると，x［ = e］= 2p+ aと

なるから，線分 EZの長さは EZ = e− a = 2pとなる。これで，EZが直立辺の半分であることが

確認された。

また，放物線上の (Hとは異なる) 任意の点を Kとし，そこから x軸へ下ろした垂線の足を X，

Xの x座標を k とすると，
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EK2 − EH2 = (KX2 + EX2)− (HZ2 + EZ2) =
{
4pk + (e− k)2

}
−
{
4pa+ (e− a)2

}
= (k − a)(k + 4p− 2e+ a) = (k − a) {k + 2(e− a)− 2e+ a} = (k − a)2

= ZX2

となる。これが命題 8の最後の主張である。

次に，双曲線については『円錐曲線論』第 5巻命題 9 (『ハレー版』pp.8�9)。
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「もし双曲線の軸の上に，切断線［双曲

線］の頂点から直立辺の半分より大きく

離れている，点［E］がとられるとし，そ

して，与えられた点［E］および切断線の

中心［H］の間に切り取られるもの［HE］

が，中心に隣接するその部分［HZ］が横

断する直径に対応するように，それらの

切片に関して横断する直径が直立辺に対

して互いにもっている比に分割されると

し，そして，分割点［Z］から切断線に出

会うまで軸に垂直な線が立てられるとす

るならば，その交点［J］および軸の上に

とられた点［E］を結んで引かれた直線［EJ］はその点から切断線に引かれたすべての直線の

うちで最小［極小］であろう。しかし，両側において同じ辺に，より近くに，隣接しているそ

の他のものはより遠く離れたものより小さいであろう。また，任意に引かれたものの平方の最

小のものの平方を超える超過分は，同じところから下ろされた規則正しく結びつけられたもの

［縦線］の間に切り取られたものの上につくられた，さらに，切り取られたものが横断する直

径に対応するように，横断する直径および 1つの横断する直径と直立辺とが同時にとられたも

のによって囲まれた長方形に相似である，長方形に等しいであろう。」(証明略)

すなわち，双曲線上の点 Jにおいて法線を引くためには，Jから軸に下ろした垂線の足を Zとす

るとき，HZ : EZ = 直径 : 直立辺となる点 Eを求めればよく，その Eと Jを結べば，直線 EJが

法線になる，のである。

J
K

EZXGH
ezk

左図のように座標軸を設定し，双曲線を表す方程式を
x2

a2
− y2

b2
= 1とすると，点 J( z，j )における接線の傾き

は
b2z

a2j
であるから，点 Jにおける法線の方程式は

y = − a2j

b2z
(x− z) + j = − a2j

b2z
x+

a2 + b2

b2
j

となる。

この法線と x軸との交点 Eの x座標 eを求めるために y = 0とおくと，x［ = e］=
a2 + b2

a2
z

となるから，線分 EZの長さは EZ = e− z =
b2

a2
z となる。また，HZ = z であるから，

HZ : EZ = z :
b2

a2
z = 2a :

2b2

a
= 直径 :直立辺

22



となることが分かる。

また，双曲線上の (Jとは異なる) 任意の点を Kとし，そこから x軸へ下ろした垂線の足を X，

Xの x座標を k とすると，

EK2 − EJ2 = (KX2 + EX2)− (JZ2 + EZ2)

=

{(
b2

a2
k2 − b2

)
+ (e− k)2

}
−
{(

b2

a2
z2 − b2

)
+ (e− z)2

}
= (k − z)

{(
b2

a2
+ 1

)
(k + z)− 2e

}
= (k − z)×

(
b2

a2
+ 1

)
(k − z)

となる。ところで，この双曲線については直径 = 2a，直立辺 =
2b2

a
であるから，(k− z)が直径

に対応するものであるならば，直立辺に対応するものは
b2

a2
(k − z)である。ゆえに，上の等式は

EK2 − EJ2 = 直径に対応するもの×直径と直立辺の和に対応するもの
ということを示しており，これは命題 9の最後の主張である。

最後は楕円で，それについては『円錐曲線論』第 5巻命題 10 (『ハレー版』pp.9�11)。
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「もし楕円の長軸の上に，切断線［楕円］の頂点から直

立辺の半分より大きく離れている，点［E］がとられると

し，そして，切断線の頂点［G］およびその点の間に切

り取られたものが，切断線の中心［D］および分割点［Z］

の間に横たわる切片が同じ点の，軸の上にはじめにとら

れたそれからの，距離に対して横断する直径が直立辺に

対する比にあるように，分割されるとし，そして，分割

点から，切断線に出会っている，軸に垂直な線が立てら

れるとし，そして，その交点［H］から軸の上にとられた

点［E］まで直線が引かれるならば，それはその点を通っ

て切断線まで引くことができるであろう直線の中で最小［極小］であろう。そして，同じもの

のより近くにあるその他のものはより遠く離れたものより小さいであろう。さらに，それらの

任意のものの平方が最小のものの平方を超える超過分は，同じところから下ろされた規則正し

く結びつけられたもの［縦線］の間に切り取られたものの上につくられた，さらに，横断する

直径および横断する直径の直立辺にまさる超過分によって囲まれたものに相似である，長方形

に等しいであろう。」(証明略)

楕円上の点 H において法線を引くためには，H から長軸に下ろした垂線の足を Z とするとき，

DZ : EZ = 直径 :直立辺となる点を求め，Eと Hを結べばよい，のである。その直線 EHが Hに

おける法線になる。

下図のように座標軸を設定し，楕円を表す方程式を
x2

a2
+

y2

b2
= 1とすると，点 J( z，j )にお

ける接線の傾きは − b2z

a2j
であるから，点 Jにおける法線の方程式は

y =
a2j

b2z
(x− z) + j =

a2j

b2z
x− a2 − b2

b2
j

となる。
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この法線と x 軸との交点 E の x 座標 e を求めるために

y = 0 とおくと，x［ = e］=
a2 − b2

a2
z となるから，線分

EZの長さは EZ = z − e =
b2

a2
z となる。また，DZ = z で

あるから，

DZ : EZ = z :
b2

a2
z = 2a :

2b2

a
= 直径 :直立辺

となることが分かる。

また，楕円上の (Jとは異なる) 任意の点を Kとし，そこから x軸へ下ろした垂線の足を R，R

の x座標を r とすると，

EK2 − EH2 = (KR2 + ER2)− (HZ2 + EZ2)

=

{(
b2 − b2

a2
r2
)
+ (r − e)2

}
−
{(

b2 − b2

a2
z2
)
+ (z − e)2

}
= (r − z)

{(
1− b2

a2

)
(r + z)− 2e

}
= (r − z)×

(
1− b2

a2

)
(r − z)

となる。ところで，この楕円については直径 = 2a，直立辺 =
2b2

a
であるから，(r− z)が直径に

対応するものであるならば，直立辺に対応するものは
b2

a2
(r − z)である。ゆえに，上の等式は

EK2 − EH2 = 直径に対応するもの×直径と直立辺の差に対応するもの
ということを示しており，これは命題 10の最後の主張である。

また，『円錐曲線論』第 5巻命題 11では，特別な場合として点 Eが楕円の中心に一致した場合

が述べられている (『ハレー版』p.11)。

「楕円の中心から切断線［その楕円のこと］まで引かれた直線のうちで最小のものは短軸の半

分である。さらに，最大のものは長軸の半分である。さらに，任意に引かれたものの平方が最

小もののの平方を超える超過分は，規則正しく結びつけられたもの［縦線］および切断線の中

心の間に切り取られたものの上につくられた，さらに，横断する直径および直立辺の上の同じ

ものの超過分によって囲まれたものに相似である，長方形に等しい。」(証明略)

さらに，『円錐曲線論』第 5巻では法線に関連する性質が多く述べられているのだが，その中の

命題 51は次のようなものである (『ハレー版』pp.34�36)。
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「そして，もし述べられた垂線が直立辺の半分より大き

い軸の切片を切り取るならば，私は，比較がなされると，

もし仮定された点の軸からの距離，あるいは垂線の長さ，

が指定された［直線］より大きかったならば，垂線の端点

から切片［曲線］までの直線で，それによって軸が最小［の

直線］を切り取るものを全く引くことができない，直線を

指定することができる，と言う。しかし，その点から出て

行かされた［引かれた］，任意の直線の端点から切片まで

の最小［の直線］は，切断線［曲線］の頂点に隣接してい

る，［そして］出て行かされたもの自身より大きな，切片を軸から切り取るであろう。
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しかし，もし垂線が指定されたものと等しかったならば，その端点から，それによって最小

［の直線］が切り取られるであろう，ただ１つの直線を引くことができる。さらに，同じ点か

ら出て行ったその他のすべて［の直線］の端点から引かれたものの最小［の直線］は，軸の頂

点に隣接している，［そして］出て行かされたもの自身によって切り取られたものより大きな，

切片を切り取るであろう。

さらに，もし垂線が指定されたものより小さかったならば，それらによって軸の最小［の直

線］を切り取る，ただ 2つだけの直線を引くことができる。そして，それらが出て行った端点

から引かれた，そして，述べられた 2つの最小のものの間に横たわっている，最小［の直線］

は，切断線の頂点に隣接している，［そして］出て行かされたもの自身によって切り取られるも

のより小さな，部分を軸から切り取るであろう。さらに，それらが出て行ったその他の端点か

ら引かれ，［そして］それら 2つの最小［の直線］の中間には［位置してい］ない，ものは，出て

行かされたもの自身によって切り取られたものより大きな，部分を軸から切り取るであろう。

さらに，楕円においては垂線は長軸に下ろされなければならない。」(上では見やすさのため段

落を分けたが，原文ではこの命題全体が 1 つの段落になっている。)

アポロニオスは「はじめに，ABGが放物線であるとし，その軸を GZとしよう。その上に垂線

EZ が立てられるとしよう。そして，軸の切片 GZ が直立辺の半分よりと大きいとしよう。私は，

もし EZの間に点がとられ，そこから切片まで直線が出されるのであれば，すべてことは必然的に，

この命題において私たちが明示したように，起こるであろう。」と述べて証明を始める。しかし，こ

こではその証明は割愛し，ヒース (Thomas Little Heath : 1861�1940) の本 (Apollonius of Perga.

Treatise on Conic Sections. Edited in medern natation with introductions including an essay

on the early history of the subject. ，以下『ヒース版』と呼ぶ) に従って，この命題 51に対して

現代的解釈を (双曲線の場合に) 施してみよう (『ヒース版』pp.168�178)。
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左図で，APP1P
′はAを頂点と

する双曲線とし，Cをその中心と

する。AMが直立辺の長さ l の半

分より大きくなるように点 M を

軸上にとる。Aに対置するもう 1

つの頂点を A′ とするとき，まず，

CH : HM = AA′ : lとなるように

点 Hを定める。次に，CAと CH

の間に 2 つの比例中項 CN1，CI

をとる。さらに，Mにおける垂線

MO の上に OL : LM = AA′ : l

となるような点 L を定める。ま

た，N1 における垂線と双曲線と

の交点を P1 とする。このとき，

y : P1N1 = (CM : MH)× (HN1 : N1C)

であるように y を定めると，この y が指定されるべき長さである，という。

さて，ここに，中心 C を原点とし，CM を x 軸とする座標を設定する。そして，x = CM，
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y = MOとし，
CH

HM
=

CH

x− CH
=

a2

b2
としよう。すると，l =

2b2

a
，CA = aとでき，P1 は

双曲線上の点だから，
CN1

2

a2
− P1N1

2

b2
= 1となる。

また，CN1，CI の定め方から，a : CN1 = CN1 : CI = CI : CH であるから，CN1
2 = aCI，

CI =
aCH

CN1
となる。よって，CN1

3 = a2 CH，すなわち CH =
CN1

3

a2
，となる。

さらに，y の定め方から，

y

P1N1
=

CM

MH
· HN1

N1C
=

a2 + b2

b2
· CH− CN1

CN1
=

a2 + b2

b2
·

CN1
3

a2 − CN1

CN1

=
a2 + b2

b2
· CN1

2 − a2

a2
=

a2 + b2

b2
·
(

CN1
2

a2
− 1

)
=

a2 + b2

b2
· P1N1

2

b2

となるから，P1N1
3 =

b4y

a2 + b2
となって，P1N1

2 = b2
(

by

a2 + b2

) 2
3

がいえる。

一方，
CH

x− CH
=

a2

b2
から，CH =

a2x

a2 + b2
となり，

CN1
2 = a2 CH =

a4x

a2 + b2
= a2

(
ax

a2 + b2

) 2
3

がいえる。

以上により，1 =
CN1

2

a2
− P1N1

2

b2
=

(
ax

a2 + b2

) 2
3

−
(

by

a2 + b2

) 2
3

であることから，

(ax)
2
3 − (by)

2
3 =

(
a2 + b2

) 2
3

となる。

ところで，この最後の式の意味するところは · · · · · ·
平面曲線 C上の 1点 Pに対し，Pとこれに近い C上の 2点 Q，Rを通る円を考える。この円上

の点の Q，Rを Cに沿って Pに近づけたときの極限の円を Pにおける Cの曲率円という。Cの

各点における曲率円の中心 (その点を曲率中心という) の描く曲線を Γとするとき，Γを Cの縮閉

線という。そして，平面曲線 C : y = f(x)の縮閉線は

ξ = x−

(
1 + (y′)

2
)
y′

y′′
，η = y +

1 + (y′)
2

y′′

から x，y を消去すれば得られる，ことが知られている。

そこで，双曲線を表す方程式を
x2

a2
− y2

b2
= 1としよう。すると，y2 =

b2

a2
(
x2 − a2

)
より，

y =
b

a

√
x2 − a2 であり，また，x2 =

a2

b2
(
y2 + b2

)
である。

従って，y′ =
bx

a
√
x2 − a2

，y′′ =
−ab

√
x2 − a2

3 となるから，1 + (y′)
2
=

(
a2 + b2

)
x2 − a4

a2 (x2 − a2)

より，(
1 + (y′)

2
)
y′

y′′
=

bx
{(

a2 + b2
)
x2 − a4

}
a3
√
x2 − a2

3 · −
√
x2 − a2

3

ab
=

−x
{(

a2 + b2
)
x2 − a4

}
a4

1 + (y′)
2

y′′
=

(
a2 + b2

)
x2 − a4

a2 (x2 − a2)
· −

√
x2 − a2

3

ab
=

−
√
x2 − a2

{(
a2 + b2

)
− a4

}
a3b

=
−1

a3b
· ay

b
·
{(

a2 + b2
)
· a2

b2
(
y2 + b2

)
− a4

}
=

−y
{(

a2 + b2
)
y2 + b4

}
b4
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となる。

よって，

ξ =

(
a2 + b2

)
x3

a4
，η =

−
(
a2 + b2

)
y3

b4

となり，aξ =
(
a2 + b2

)( x2

a2

) 3
2

，bη = −
(
a2 + b2

)( y2

b2

) 3
2

がいえる。

このことから，この双曲線の縮閉線は

(aξ)
2
3 − (bη)

2
3 =

(
a2 + b2

) 2
3

x2

a2
−
(
a2 + b2

) 2
3

y2

b2
=
(
a2 + b2

) 2
3

(
x2

a2
− y2

b2

)
=
(
a2 + b2

) 2
3

より，(ax)
2
3 − (by)

2
3 =

(
a2 + b2

) 2
3 となる。

例えば，双曲線を表す方程式が
x2

25
− y2

9
= 1のとき

は，a = 5，b = 3ということだから，縮閉線を表す方程式

は (5x)
2
3 − (3y)

2
3 = 34

2
3 となる。これら 2曲線を図示

すると左図のようになる。ここに破線で表した円は曲率円

(の例) である。なお，この双曲線の頂点 ( 5，0 )における

曲率中心は
( 34

5
，0

)
であることが分かる。

すなわち，命題 51から導かれる先ほどの式は双曲線の縮閉線を表していると解釈することがで

きるのである。アポロニオスが縮閉線のことまで認識していたとは思えないのだが，円錐曲線の研

究に対する意識の高さや内容の深さは充分に感じられる。

(11) 放物線 (の切片) の面積

放物線の切片の面積はアルキメデス (>Arqimădhc (Archim	ed	es) : 前 287?�前 212) によって算出さ

れていて，その成果は『放物線の求積』(Tetragwnismòc parabolh̃c，Quadratura Parabolae) に述べ

られている。

ここでは，本稿の最初にも利用した，

Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii. E codice Florentino recensuit, La-

tine uertit notisque illustrauit. J. L. Heiberg. (「アルキメデス著作集，併せてエウトキオスの注

釈。ハイベアが，フィレンツェの本によって調査し，誤りを明らかにして，ラテン語に翻訳したもの」)

全 3巻

を利用する。参照するときは『アルキメデス著作集』ということにする。

アルキメデスは天秤の釣り合いの考え方を用いて機械的に証明した (命題 17) 後で，幾何学的に

も証明している (命題 24)。機械的な方法について，命題 14から見ていこう。

『放物線の求積』命題 14は次のようである (『アルキメデス著作集』第 2 巻 pp.318�327)。

「BJGが直線および直角円錐切断［放物線］によって囲まれた切片であるとしよう。それゆ

え，はじめに，BGが直径に対して垂直であるとし，点 Bから直径に平行な直線 BDが，そし

て，Gから点 Gにおいて円錐切断に接する直線 GDが引かれるとしよう。それゆえ，BGDは

直角三角形であろう。さらに，BGが任意個数の等しい部分 BE，EZ，ZH，HI，IGに分割さ

れるとし，そして，分割点から直径に平行な ES，ZT，HU，IXが引かれ，そして，それらが円
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錐切断を切断する点から Gまで直線が引かれて，それらが延長されるとしよう。それゆえ，私

は，三角形 BDGは三角形 XIGが合わさった台形 KE，LZ，MH，NI［の和］の 3倍より小さ

く，さらに，三角形 IOGが合わさった台形 ZF，HJ，IP［の和］の 3倍より大きい，と言う。

GIHZEBA
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J
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C

なぜならば。直線ABGが引かれ，そして，

直線 BGに等しい ABが切り取られるとし，

私たちは，AG が，その中点が点 B であり，

B で吊るされる，天秤であると想像しよう。

さらにまた，BDGが天秤に点 B，Gから吊

るされ，天秤の他方の側には点 A から広が

り R，Q，Y，W，Cが吊るされるとしよう。

そのようになっている，広がり Rと台形 DE

が，さらに，Qと台形 ZSが，さらに，Yと

台形 THが，さらに，Wと台形 UIが，そし

て，Cと三角形XIGが，互いにもっている釣

り合いを保つものとしよう。それゆえ，全体

と全体が［もっている］釣り合いもまた保つであろう。それゆえ，三角形 BDGは広がり

R+Q+Y+W+C

の 3倍［に等しい］であろう［命題 6］。そして，BGJは直線および直角円錐切断によって囲

まれた切片であり，Bから直径に平行に引かれたものが直線 BDであり，さらに，点 Gから

［引かれたもの］は Gにおいて円錐切断に接する直線 GDであり，同様に，別の直線 SEは直

径に平行に引かれたものであるから，

BG : BE = SE : EF

であろう［命題 5］。それゆえ，BA : BE = DE : KEでもある。そして，同じ方法によって，

AB : BZ = SZ : LZおよび

AB : BH = TH : MH および AB : BI = UI : NI

であることが証明されるであろう。さて，DEは点 B，Eにおいて直角を，さらに，Gにおい

て傾いた辺をもつ台形であり，さらに，天秤において Aから吊るされた何らかの広がり Rは

それ［DE］と，それが今ある位置のままで，互いにもっている釣り合いを保っており，そし

て，BA : BE = DE : KEであるから，KE > Rであろう。なぜなら，これは証明されたこと

だからである［命題 10］。さらにまた，ZS は Z，E において直角を，そして，G において傾

いた辺 ST をもつ台形であり，そして，天秤において A から吊るされた広がり Q が台形と，

それが今ある位置のままで，互いにもっている釣り合いを保っており，BA : BE = ZS : ZF，

AB : BZ = ZS : LZである。それゆえ，LZ > Q > ZFであろう。なぜなら，同様に，これは

証明されたことだからである［命題 12］。それゆえ，同じ理由により，MH > Y > JHおよび

NOIH > W > PI

でもあろう。そして，同じ方法から，XIG > C > GIOであろう［命題 8］。さて，

KE > R，LZ > Q，MH > Y，NI > W，XIG > C

であることは明らかだから，それらの広がり全部［の和］は広がり R+Q+Y+W+Cより

大きい。しかし，

28



R+Q+Y+W+C =
1

3
BGD

である。それゆえ，

BGD < 3 (KE + LZ +MH+NI + XIG)

であることは明らかである。さらに，ZF < Q，JH < Y，IP < W，IOG < Cであることは

明らかであるから，それらの広がり全部［の和］は広がり C+W+Y+Qより小さい。それ

ゆえ，三角形 BDGは三角形 IGOが合わさった広がり FZ，JH，IP［の和］の 3倍より大き

く，さらに，上で言及された広がり［の和］の 3倍より小さいことは明らかである。」

また，『放物線の求積』命題 15は放物線が軸に対して直角ではない直線によって切られた場合で

あり，次のように述べられる。

GKA IHZ
E

B
O

PJF

N
ML

X

U

T

S

D

R

Q

Y

W

C

「再び，BJGが直線および直角円錐切断［放物線］

囲まれた切片であるとし，そして，BGが直径に

対して垂直ではないとしよう。それゆえ，切片に

おける同じ部分に直径に平行に点 B から引かれ

た直線，あるいは点 G から引かれた直線は，直

線 BGと鈍角をつくらなければならない。それゆ

え，それと鈍角をつくっている直線は B におけ

るものであるとしよう。そして，点 Bから直径に

平行な BDが，Gから円錐切断に接する直線 GD

が引かれるとしよう。そして，直線 BGが任意個

数の等しい部分 BE，EZ，ZH，HI，IGに分割さ

れるとし，点 E，Z，H，Iから直径に平行な ES，ZT，HU，IXが引かれ，その円錐切断を切

断する点から点 Gまで直線が引かれて，それらが延長されるとしよう。それゆえ，私は，同様

に，3 (BF + LZ +MH+ NI + GIX) > BDG > 3 (ZF + HJ + IP + GOI)である，と言う。」

(証明略)

続く命題 16は次のようなものである。

GB

D

Z

J

「再び，BJGが直線および直角円錐切断［放物線］によって

囲まれた切片であるとし，そして，B を通って直径に平行な

BD，および G から点 G において円錐切断に接する直線 GD

が引かれるとしよう。そして，広がり Zが三角形 BDGの 3分

の 1であるとしよう。それゆえ，私は，切片 BJGは広がり Z

に等しい，と言う。」(証明略)

そして，命題 17で結論が述べられる。

「これが証明されると，直線および直角円錐切断［放物線］に

よって囲まれた任意の切片はその切片と同じ底線，および等し

い高さをもつ三角形よりその 3分の 1だけ大きいことは明らかである。」(証明略)

すなわち，
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(放物線の切片の面積) =
4

3
(その切片と同底等高の三角形の面積)

となる。

アルキメデスはこの後，同じことを今度は幾何学的に証明するのだが，それは割愛する (『ギリシ

アの科学』，『アルキメデスを読む』などを参照のこと)。なお，彼は，幾何学的証明に入る前に底辺，高

さ，頂点を次のように定義している (『アルキメデス著作集』pp.336�337)。

「直線および何らかの曲線によって囲まれた切片の底線と，私は，その直線を呼び，さらに，

曲線［上の点］から底線に垂直に引かれた直線のうちの最大のものを高さ，さらに，そこから

最大の垂線が引かれる点を頂点と呼ぶ。」

x

y

B

G

V

H

g

b

左図において，放物線 BVGと直線 BGによって囲まれた切片について，

直線［線分］BGがこの切片の底線であり，放物線上の点からこの底線への

垂線のうち長さが最大の VHがこの切片の高さであり，このときの放物線上

の点 Vがこの切片の頂点である。なお，この点 Vは直線 BGに平行な直線

が放物線と接する点といってもよい。

このとき，(切片 BVG) =
4

3
(三角形 BVG) となるというのがアルキメデ

スの導き出したことである。

上図において，放物線 BVGを表す方程式を y2 = 4px，直線 BGを表す方程式を y = mx + n

とするとき，それらの交点 B，Gの y 座標 β，γは
2p±

√
4p2 − 4mnp

m
で与えられる。そして，

この切片の面積 S について

S =

∫ b
g

{(
1

m
y − n

m

)
− 1

4p
y2
}
dy =

4

3
× BG×VH

が成り立つというのである。

このことについての検証は具体例のみにとどめよう。

放物線を表す方程式を y2 = 2x，直線を表す方程式を y = x− 4とすると，それらの交点の y 座

標は，y2 = 2y+8から，y = −2，4となる。そして，これらの yの値に対して，それぞれ，x = 2，

8である。それゆえ，BG =
√
(8− 2)2 + (4 + 2)2 = 6

√
2である。一方，y′ =

1

y
であるから，傾

きが，与えられた直線に等しい，1である接線の接点の y座標は y = 1となる。このとき，x =
1

2

であるから，その接点と与えられた直線との距離は VH =
| 1
2 − 1− 4|√
12 + (−1)2

=
9

2
√
2
となる。

以上のことから，

S =

∫ 4

−2

(
y + 4− 1

2
y2
)
dy = 18 ，三角形 BVG =

1

2
× 6

√
2× 9

2
√
2

=
27

2

となるから，確かに，(切片 BVG) =
4

3
(三角形 BVG)である。

(12) 楕円 (の切片) の面積

楕円の全体 (あるいは切片) の面積を初めて算出したのは誰か，ということは調べ得なかった。

しかし，アルキメデスが『放物線の求積』の「序文」の中で

「前の時代に幾何学に携わった人びとは，与えられた 1つの円や与えられた 1つの欠円 (円
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の切片) に等しい面積の直線図形を見出すことの可能なことを証明しようと試みました。つい

でその人たちは，全円錐の切断と 1つの直線によって囲まれる面積を，正方形になおそう (求

積しよう) と努めましたが，· · · · · · 」(『ギリシアの科学』p.403)

と述べていることからすると，紀元前 3世紀には既にそれを算出する試みがなされていたのかも知

れない。

時代はずっと下るが，楕円全体の面積の算出について，関 孝和 (せき たかかず : 1642?�1708) が

残したというアイデアを紹介しよう (『東西数学物語』pp.239�240)。

D

C

E

A

B

F

(A)

(B) (C)

直円柱 ABCD を斜めに切断すると，その切り口には楕円 AC

が現れる。その面積を S としよう。2 つに切断された円柱の切

断面より下の部分 ABC を AD と BC が重なるように上の部分

ADC にのせる。そうすると斜円柱 EACD ができる。その底面

は楕円 ACで，高さは DFである。そして，直円柱 ABCDと斜

円柱 EACDは体積が等しい。このことから面積 S を求めようと

いうのである。

まず，直円柱の体積 V1 は底面 BCの面積×高さ ABであるか

ら，V1 = π

(
BC

2

)2

AB =
π
4

· BC2 ·ABである。

次に，斜円柱の高さ DFは，△ACDと△ADFが相似であることから，AC : CD = AD : DFよ

り，DF =
CD ·AD

AC
=

AB · BC
AC

となる。それゆえ，斜円柱の体積 V2 は V2 = S · AB · BC
AC

で

ある。

ここで，V2 = V1 であることから，S · AB · BC
AC

=
π
4

· BC2 ·ABとなり，

S =
π
4

· BC2 ·AB× AC

AB · BC
=
π
4

· BC ·AC =
π
4

· (短径) · (長径)

が得られる。(底面の直径 BC が短径になることは直円柱を上から見てみれば，分かる。)

それゆえ，楕円を表す方程式が
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b) のときは，長径 = 2a，短径 = 2bであ

るから，この楕円によって囲まれた図形の面積 S は S = π a b となる。

現代的手法を用いて，つまり微分積分法によって，楕円の切片の面積を求めるには · · · · · ·

x

y

C
E

A

GD
F

B

a

b

a

−b

b
楕円を表す方程式を

x2

a2
+

y2

b2
= 1とし，直線を表す方

程式を y = mx+ n (m > 0) として，それらの交点を E，

Fとしよう。(他の点等については左図のとおりとする。)

さて，交点 E，Fの y 座標を求めるために上の 2式から

xを消去すると，

a2m2 + b2

b2m2
y2 − 2n

m2
y +

n2 − a2m2

m2
= 0

となるから，この 2次方程式から

y［ = β，α］=
b2n± abm

√
a2m2 + b2 − n2

a2m2 + b2

が得られる。

さて，交点 E，Fの x座標をそれぞれ e，f とするとき，
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(i) e ≧ 0，f ≧ 0のとき

(切片 EAF) =

∫ b
a

{
a

b

√
b2 − y2 −

(
1

m
y − n

m

)}
dy

(ii) e ≧ 0，f < 0のとき［上図］

(切片 EAF) =

∫ b
a

{
a

b

√
b2 − y2 −

(
1

m
y − n

m

)}
dy + 2

∫ a
−b

a

b

√
b2 − y2 dy

(iii) e < 0，f < 0のとき

(切片 EAF) =

∫ b
a

{
a

b

√
b2 − y2 −

(
1

m
y − n

m

)}
dy + 2

∫ a
−b

a

b

√
b2 − y2 dy

+ 2

∫ b

b

a

b

√
b2 − y2 dy

(iv) e < 0，f ≧ 0

m > 0なら，この場合はあり得ない

となる。なお，直線を表す方程式が x = k のときも，被積分関数および積分区間 (e = f = k，

α = −βに注意) を変えるだけで，同様にできる。

しかし，

∫ √
b2 − y2 dy =

1

2

(
y
√
b2 − y2 + b2 sin−1 y

b

)
であるから，ここに示したような，

一般的な場合について計算するのは非常に煩瑣。

簡単な場合の例を挙げると · · · · · ·

楕円，直線を表す方程式をそれぞれ
x2

16
+

y2

4
= 1，x = 2 とすると，それらの交点は E( 2，

√
3 )，F( 2，−

√
3 )となるから，

(切片 EAF) =

∫ √
3

−
√
3

2
√
4− y2 dy = 2

∫ √
3

0

2
√
4− y2 dy = 4

∫ √
3

0

√
4− y2 dy

= 4

[
1

2

(
y
√
4− y2 + 4 sin−1 y

2

)]√3

0

= 2

(
√
3 + 4 sin−1

√
3

2

)
− 0

= 2
√
3 +

8

3
π

となる。

(13) 双曲線 (の切片) の面積

x

y

E

A

F

b

a

a

双曲線を表す方程式を
x2

a2
− y2

b2
= 1，直線を表す

方程式を y = mx+ nとすると，これら 2式から xを

消去した 2次方程式

(a2m2 − b2)y2 + 2b2ny + (a2b2m2 − b2n2) = 0

から，それらの交点 E，Fの y座標が求められ，それは

y［ = β，α］=
−b2n± abm

√
b2 − a2m2 + n2

a2m2 − b2

である。

いま，上図のように，交点 E，Fの x座標がともに aより大きいとすると，

(切片 EAF) =

∫ b
a

{(
1

m
y − n

m

)
− a

b

√
b2 + y2

}
dy

となる。
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ここでは，

∫ √
b2 + y2 dy =

1

2

(
y
√
b2 + y2 + b2 log

∣∣∣y +√b2 + y2
∣∣∣)に注意 (対数は，もちろ

ん，自然対数)。

簡単な場合の例を挙げよう。

双曲線，直線を表す方程式をそれぞれ
x2

2
− y2 = 1，x = 10とすると，それらの交点は E( 10，

7 )，( 10，−7 )となるから，

(切片 EAF) =

∫ 7

−7

(
10−

√
2
√

1 + y2
)
dy = 2

∫ 7

0

(
10−

√
2
√
1 + y2

)
dy

= 2

[
10y −

√
2× 1

2

(
y
√
1 + y2 + log

∣∣∣y +√1 + y2
∣∣∣)]7

0

= 70−
√
2 log

(
7 + 5

√
2
)

となる。

円錐曲線の面積に関連して，アポロニオスは『円錐曲線論』第 3巻命題 3において，次のような

命題を述べている (『ハイベア版』pp.322�325)。

E
P

I

A
J

Z
H

N

M

R

GLO

K

X

B

D

「同じこと［円錐切断あるいは円の周囲に接する (2つ

の) 直線が互いに出会うこと］が仮定されたとして，も

し切断線［円錐曲線］あるいは円の周囲の上に 2つ

の点がとられ，それらを通って接線に絶えず平行な

直線が直径まで引かれるならば，そのように引かれ

た直線によってつくられた，そして直径の上に置か

れた，四角形は互いに等しいであろう。［図は楕円の

みを挙げた。］

確かに，切断線および接線および直径が，以前に私たちが述べた［AB が円錐切断あるいは円

の周囲であり，線 ABに接する AG，BDが Eにおいて出会い，A，Bを通って直径 AD，BGが引かれ

る］ように，さらに，切断線の上に任意の 2つの点 Z，Hが，とられるとし，Zを通って接線

に平行な ZJKL，NZIMが，さらに，Hを通って［接線に平行な］HXO，JPRが，引かれる

としよう。私は，LH = MJ，LN = RNである，と言う。

なぜならば。以前に私たちが証明した［命題 2］ことから，RPA = GH，AMI = GZであ

り，ARP = AMI + PMであるから，GH = GZ+ PMでもあろう。共通である GJは取り去

られるとしよう。それゆえ，残りの LH = JMである。ゆえに，LN = RNである。」

この命題は，円錐曲線に関連するある四辺形の面積が一定であることのアポロニオス流の表現な

のだそうであるが，そのことについては『数学の黎明』などを見てもらおう。

(14) 弧長

一般に，連続曲線 y = f(x)の x = aに対応する点 Aから x = bに対応する点 Bまでの弧長 s

は s =

∫ b

a

√
1 +

(
dy

dx

)2

dxで与えられる。

また，曲線が媒介変数表示 x = f(t)，y = g(t)で表されるとき，t = aに対応する点から t = b

に対応する点までの弧長 sは s =

∫ b

a

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dtで与えられる。
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さらに，曲線が極方程式 r = f(θ)で表されるとき，θ = αに対応する点から θ = βに対応する

点までの弧長 sは s =

∫ b
a

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθで与えられる。

ただし，これらの積分の値が簡単に得られるとは限らない。

はじめに，楕円 x = a cos θ，y = b sin θの場合は，
dx

dθ
= −a sin θ，

dy

dθ
= b cos θであるから，

θ = 0に対応する点から θ = αに対応する点までの弧長 sは

s =

∫ a
0

√
(−a sin θ)

2
+ (b cos θ)

2
dθ =

∫ a
0

√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θ dθ

=

∫ a
0

√
a2 (1− cos2 θ) + b2 cos2 θ dθ =

∫ a
0

√
a2 − (a2 − b2) cos2 θ dθ

= a

∫ a
0

√
1− a2 − b2

a2
cos2 θ dθ = a

∫ a
0

√
1− e2 cos2 θ dθ 　

(
e =

√
a2 − b2

a

)
となる。が，この最後の積分は初等関数では表せない。なお，この積分は無限級数で表すことがで

きて，

s = a

∫ a
0

(
1−

∞∑
n=1

(2n− 3)!!

(2n)!!
e2n cos2n t

)
dt

となるらしい (『解析演習』pp.251，200，240)。

θ = gに対応する点から θ = dに対応する点までの弧長 sは s =

∫ d
g

=

∫ d
0

−
∫ g
0

とすれば求め

られるから，積分の下端は 0としても一般性を失わない。そこで，積分の下端は 0としてある。

ところで，楕円を表す方程式を
x2

a2
+

y2

b2
= 1とするときは，y =

b

a

√
a2 − x2 であるから，

s =

∫ c

0

√
1 +

(
−bx

a
√
a2 − x2

)2

dx =

∫ c

0

√
a2 − a2−b2

a2 x2

a2 − x2
dx　

(
e =

√
a2 − x2/a

)
=

∫ c

0

√
a2 − e2x2

a2 − x2
dx　［x = a sin θとおいた］　

=

∫ g
0

√
a2 − e2a2 sin2 θ

a2 − a2 sin2 θ
a cos θ dθ = a

∫ g
0

√
1− e2 sin2 θ dθ

となろう。

楕円の求長に関連して出てくる積分

E(k，f) =
∫ f
0

√
1− k2 sin2 θ dθ 　，　 E(k，x) =

∫ x

0

√
1− k2t2

1− t2
dt

を第 2種の (不完全) 楕円積分という［t = sin θ］。また，f =
p
2
とした，

E(k) = E
(
k，
p
2

)
［ = E(k，1)］=

∫ p
2

0

√
1− k2 sin2 θ dθ

を第 2種の完全楕円積分という。

さらに，ここには現れていないが，

F (k，f) =
∫ f
0

1√
1− k2 sin2 θ

dθ ，F (k，x) =

∫ x

0

1√
(1− t2) (1− k2t2)

dt

K(k) = F
(
k，
p
2

)
［ = F (k，1)］=

∫ p
2

0

1√
1− k2 sin2 θ

dθ
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をそれぞれ第 1種の (不完全) 楕円積分，完全楕円積分という。

また，放物線を表す方程式を y2 = 4pxとすると，y = ±2
√
pxとなるから，+の方について見

ることにして，
dy

dx
=

√
p

√
x

=

√
p

x
となる。従って，x = 0に対応する点から x = aに対応する

点までの弧長 sは

s =

∫ a

0

√
1 +

(√
p

x

)2

dx =

∫ a

0

√
1 +

p

x
dx =

∫ a

0

√
x+ p√
x

dx

=

∫ √
a

0

√
t2 + p√
x

· 2
√
x dt　［

√
x = tとおいた］　 = 2

∫ √
a

0

√
t2 + p dt

= 2

[
1

2

(
t
√
t2 + p+ p log

∣∣∣t+√t2 + p
∣∣∣)]√a

0

で与えられる。

さらに，双曲線 x = a sec θ，y = b tan θでは，
dx

dθ
= a sec θ tan θ，

dy

dθ
= b sec2 θであるから，

θ = 0に対応する点から θ = αに対応する点までの弧長 sは

s =

∫ a
0

√
a2 sec2 θ tan2 θ + b2 sec4 θ dθ =

∫ a
0

√
sec2 θ

(
a2 tan2 θ + b2 sec2 θ

)
dθ

=

∫ a
0

√
sec2 θ {a2 (sec2 θ − 1) + b2 sec2 θ} dθ =

∫ a
0

√
sec2 θ {(a2 + b2) sec2 θ − a2} dθ

= a

∫ a
0

√
sec2 θ

(
a2 + b2

a2
sec2 θ − 1

)
dθ = a

∫ a
0

√
sec2 θ (e2 sec2 θ − 1) dθ(

ここで，e =
√
a2 + b2/a

)
となろう。

以上のことから，楕円，双曲線では一般的に弧長を見出すのは困難。

17世紀には，曲線の求積や求長についての研究が活発に行われた。求長に関して，最初に成功し

たのはニール (William Neile : 1637�1670) で 1657年のことらしいが，翌 1658 年にはファン・ヘ

ラート (Hendrik van Heuraet : 1634�1660) がこんにちの積分による求長へとつながる第一歩を記し

ている。

ファン・ヘラートのアイデアは次のとおりである。

x

y

I

T

C

QN M

y = f(x)

y = g(x)

k

求長されるべき曲線 y = f(x)に対して，別に定

めた定数Σについて，つねに，MC : CQ = Σ : MI

が成り立つような，求積可能な曲線 y = g(x) を

定めれば，その見出された曲線を基にして最初の

曲線の弧長が求められるという。

左図において，点Cにおける接線NT，法線CQ

について，Σ : MI = MC : CQ = MN : NC =

Ck : CTであるから，

Σ× CT = MI× Ck

がいえる。

いま，M( x，0 )とし，Ck，CTをそれぞれ微小な dx，dsとすると，MI = g(x)で，接線 CT

の傾きは f ′(x)だから，
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Σ× ds = g(x)× dx

ds2 = Ck2 +Tk2 = dx2 + {f ′(x)}2 dx2 =
(
1 + {f ′(x)}2

)
dx2

となる。

従って，Σ
∫ a

0

√
1 + {f ′(x)}2 dx =

∫ a

0

g(x)dxがいえて，これによって弧長が求められるとい

う仕掛け。

ファン・ヘラートの成果は彼からスホーテン (Frans van Schooten : 1615�1660) に宛てられた，

1659 年 1 月 13 日付けの書簡にしたためられており，それはスホーテンが詳しい注釈をつけた

デカルト (René Descartes : 1596�1650) の『幾何学』(La Géométrie) の 1659年発行のラテン語版

(Geometria à Renato Des Cartes Anno 1637 Gallicè Edita) に載せられている (同書，pp517�520)。

彼自身の言葉を聞いてみよう。

「もし 2つの曲線，例えば ABCDE，GHIKL，および直線 AFが与えられ，その性質が，(直

線 AF の上に任意にとられた点 M から，与えられた曲線を C および I において切断し，そ

して，CQ が曲線 ABCDE に対して垂直であるように，垂線 MI が引かれたら) MC は CQ

に対してちょうど与えられた別の直線 Σ が MI に対するようになる，であるならば，表面

AGHIKLFは与えられた直線 Σおよび曲線 ABCDEに等しい別の直線によって囲まれる長方

形に等しいであろう。

D

G

a
f

H

bg
I

c
h

K

d
i

B

CS

X

DT

V
L

E

A

R
N
O

Y

M

Z
Q
P

e

F

S

直線 AF が任意個数の部分に分割され，例えば，

点O，Mおよび Pにおいて，曲線 ABCDEを点 B，

C および D において，しかし，曲線 GHIKL を点

H，I および K において切断する，垂線 OH，MI，

PKが引かれるとしよう。そして，点 A，B，C，D

および Eを通って，それらが互いに R，S，Tおよ

び Vにおいて出会う，接線が引かれるとしよう。そ

して，それらの点を通って，AF自身に垂直な直線

Ra，Yb，Zc，edが引かれるとしよう。そして，点

G，H，I，Kおよび Lを通って，Raを f および a

において，Yb を g および b において，Zc を h お

よび c において，ed を i および d において切断す

る，AF自身に平行な直線が引かれるとしよう。最

後に，Sから直線 AFに平行な SXが引かれ，そし

て，接線 TSが Nまで延長されるとしよう。

角 NCQが直角であるために，CMは CQに対し

てMNが NCに対するようであろう。しかし，MN

は NCに対して SXが STに対するようである。それゆえ，SXは STに対して CMが CQに

対するようであろう。そして，CMは CQに対して ΣがMIに対するようであるから，SXは

STに対して ΣがMIに対するようであろうし，そして，それゆえに，SXあるいは YZおよ

びMIあるいは Ybによる長方形は STおよび Σによる長方形に等しいであろう。同じ方法に

よって，長方形 ceが TVおよび Σによる長方形に等しいこと，そして，長方形 dFが VE，Σ
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による長方形に等しいこと，そして，長方形 aYが RSおよび Σによる長方形に等しいことが

証明されるであろう。そのために，それらの長方形がすべて同時にとられたものは Σおよびす

べての接線が同時にとられたものに等しい別の直線による長方形に等しいであろう。そしてそ

のために，任意個数の長方形と接線および平行線からなる図形についてそれは真実であるから，

もしそれらの個数が無限に増やされるならば，その結果は表面 AGHIKLFと曲線 ABCDEの

接線についても同様であり，表面 AGHIKLFが Σおよび曲線 ABCDEに等しい直線による長

方形に等しいことは明らかであることになる。これが証明されるべきことであった。」

この後，彼は曲線 y2 =
1

a
x3 について，x = 0に対応する点から x = v に対応する点までの弧

長 sを算出したうえで，「もし yy =
x3

a
の代わりにこの方程式 y4 =

x5

a
，または y6 =

x7

a
，ま

たは y8 =
x9

a
が，そして無限に前へ［続く］ものがおかれるならば，同じ性質の表面 AGHIKLF

がつねに求積できることが見出されるであろうし，そのことから，これらすべての曲線は直線に変

換されることになる」と述べているが，それらについては割愛しよう。

(15) 回転放物線体 (の切片) の体積

アルキメデスは『円錐状体と球状体について』(Peŕi Kwnoeidéwn kai Sfairoeidéwn : De Conoidibus

et Sphaeroidibus) において円錐曲線をその軸のまわりに回転させてできる立体の体積について調べ

ている。

彼は回転放物線体を直角円錐状体と呼んでいるが，引用部以外では回転放物線体の名を用いるこ

とにする。『円錐状体と球状体について』の「序文」で彼は次のように定義している (『アルキメデ

ス著作集』第 1巻 pp.274�277)。

「もし直角円錐切断［放物線］が直径を保ったまま回転させられて再び，そこから動くことが

始まった，その位置に戻されるならば，その直角円錐切断に囲まれた図形は直角円錐状体［回

転放物線体］と呼ばれ，そして，保たれている直径は軸と，さらに，そこにおいて軸が円錐状

体の表面に触れる，点は頂点と呼ばれる。そして，もし平面が直角円錐状体に接し，そして，

接している［平面に］平行な別の平面が円錐状体の何らかの切片を切り取るならば，切り取る

平面において円錐状体の切断線によって囲まれた平面は切り取られた切片の底面と呼ばれ，そ

こにおいて第 2の平面が円錐状体に接する点は頂点と，切片の頂点を通って円錐状体の軸に平

行に引かれた，切片の内部に含まれる，直線の部分は軸と呼ばれる。」

そして，『円錐状体と球状体について』命題 21で，回転放物線体の切片の体積はそれと同じ底面，

同じ軸をもつ円錐の体積の
3

2
倍であることが示される。次に，それを見てみよう (『アルキメデス

著作集』第 1 巻 pp.386�397)。

「これまで述べてきたことによって，私たちは，提示されていた図について，［次のことを］

証明すべきである。

軸に垂直な平面によって切り取られた任意の直角円錐状体の切片はその切片と同じ底面およ

び同じ軸をもつ円錐よりその半分だけ大きい。

なぜならば。軸に垂直な平面によって切り取られた直角円錐状体の切片があるとし，軸を通
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る別の平面によって切断された表面の切断線が直角円錐切断 ABGであるとし，さらに，切片

を切り取っている平面の［上にできる］直線を GA，さらに，切片の軸を BDとしよう。さら

にまた，その切片と，同じ底面および同じ軸をもつ円錐があるとし，その頂点が Bであるとし

よう。円錐状体の切片がこの円錐よりその半分だけ大きいことが証明されなければならない。

B
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J

ZW LK

EX
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GDA

Y

なぜならば。その底面が

直径 AGのまわりに描かれ

た円であり，さらに，軸が

BD である，円錐よりその

半分だけ大きい円錐 Y が

つくられるとしよう。さら

にまた，底面が直径 AGの

まわりに描かれた円であり，さらに，軸が BDである，円柱があるとしよう。それゆえ，円錐

Yはその円柱の半分であろう。私は，円錐状体の切片が円錐 Yに等しい，と言う。

なぜならば。もし等しくないならば，大きいか小さいかである。［［1］］それゆえ，はじめに，

もし可能ならば，大きいとしよう。それゆえ，外接させられた図形が内接させられた［図形］

を，円錐状体の切片が円錐 Yを超えるほどの広がりより小さい広がりだけ超えるように，切片

に立体図形が内接させられ，そして，それとは別に，等しい高さをもって配置された円柱たち

によって外接させられるはずであり［命題 19］，そして，それらによって外接させられた図形

がつくられた円柱の，最大のものは底面が直径 AGのまわりに描かれた円であり，さらに，軸

が ED［である円柱］であり，最小のものは底面が直径 STのまわりに描かれた円であり，さ

らに，軸が BI［である円柱］である。他方，それらによって内接させられた図形がつくられた

円柱の，最大のものは底面が直径 KLのまわりに描かれた円であり，さらに，軸が DE［であ

る円柱］であり，最小のものは底面が直径 STのまわりに描かれた円であり，さらに，軸が JI

［である円柱］である。さらに，すべての円柱の平面が，底面が直径 AGのまわりに描かれた

円であり，さらに，軸が BDである，円柱の表面にまで延長されるとしよう。それゆえ，その

円柱全体は，数においては外接させられた図形の円柱の数に等しく，さらに，大きさにおいて

はそれらの最大のものに等しい，円柱たちに分割されるであろう。そして，切片のまわりに外

接させられた図形は，切片が円錐を超える［量］よりも小さな広がりだけ，内接させられた図

形を超えるから，［外接図形−内接図形 < 切片−円錐 であり，外接図形が切片より大きいので，］切片に内接

させられた図形が円錐 Yより大きいこともまた明らかである。それゆえ，円柱全体の［うち］

軸として DEをもつ最初の円柱は内接させられた図形の［うち］軸として DEをもつ最初の円

柱に対して，DA2 : KE2 と同じ比をもつ。しかし，DA2 : KE2 = BD : BE = DA : EXであ

り，同じ方法によって，私たちは，円柱全体の［うち］軸として EZをもつ第 2の円柱は内接

させられた図形の［うちの］第 2の円柱に対して，PE，すなわち DA，が ZWに対するのと

同じ比をもち，そして，円柱全体の［うち］軸として DEに等しい直線をもつその他のそれぞ

れの円柱は内接させられた図形の［うち］同じ軸をもつそれぞれの円柱に対して，その底面の

直径の半分が直線 AB，BDの間に切り取られたその［直径の］部分に対するのと同じ比をも

つ，ことを証明するであろう。それゆえまた，その円柱の中に置かれた，底面が直径 AGのま

わりに描かれた円であり，さらに軸が直線 DIである，すべての円柱［の和］は内接させられ
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た図形のすべての円柱［の和］に対して，私たちが述べた，円柱の底面である円の半径である

直線すべて［の和］がそれら［それぞれ］について AB，BDの間に切り取られた直線のすべ

て［の和］に対するのと同じ比をもつであろう。しかし，前者の直線［の和］は，直線 ADを

除いた，後者［の直線の和］よりその 2倍の大きさより大きい。それゆえまた，その円柱の中

に置かれた，その軸が DIである，円柱全体は内接させられた図形の 2倍の大きさより大きい。

それゆえまた，その軸が DBである，円柱全体は内接させられた図形の 2倍の大きさよりもは

るかに大きい。さらに，それは円錐 Yの 2倍の大きさであった。それゆえ，内接させられた

図形は円錐 Yより小さい。しかし，このことが起こることはできない。なぜなら，それより大

きいことは証明されているから。それゆえ，円錐状体［の切片］は円錐 Yより大きくはない。

［［2］］しかし，また，［切片は円錐 Yより］小さくもない。なぜならば。再び，円錐 Yが円錐

状体を超える大きさより小さい広がりだけ，一方が他方を超えるように，図形が内接および外

接させられるとし［命題 19］，そして，その他は上と同様につくられるとしよう。さて，内接

させられた図形は切片より小さく，そして，内接させられた図形は，切片が円錐 Yより小さい

［量］よりも小さい広がりだけ，外接させられた図形より小さいから，外接させられた図形が

円錐 Yより小さいことは明らかである。さらに，再び，円柱全体の［うち］軸として DEをも

つ最初の円柱は外接させられた図形の［うち］軸として同じ EDをもつ最初の円柱に対して，

AD2 : AD2 と同じ比をもつ。そして，円柱全体の［うち］軸として EZをもつ第 2の円柱は外

接させられた図形の［うち］軸として EZをもつ第 2の円柱に対して，DA2 : KE2 と同じ比を

もつ。さらに，それが BDが BEに対する［比］，および DA : EXをもつことも同様である。

そして，円柱全体の中にあり，軸として DEに等しい直線をもつ，その他のそれぞれの円柱は

外接させられた図形の中にあり，同じ軸をもつ，それぞれの円柱に対して，それらの底面の直

径の半分の部分が直線 AB，BDの間に切り取られたその［直径の］部分に対するのと同じ比

をもつであろう。それゆえまた，円柱全体の，その軸が BDである，すべての円柱［の和］は

外接させられた図形のすべての円柱［の和］に対して，前者のすべての直線［の和］が後者の

すべての直線［の和］に対するのと同じ比をもつであろう。しかし，円柱の底面である円の半

径である，直線すべて［の和］はそれらから切り取られた直線すべてと直線 AD［の和］の 2

倍の大きさより小さい。それゆえまた，円柱全体のすべての円柱［の和］が外接させられた図

形の［すべての］円柱［の和］の 2倍の大きさより小さいことは明らかである。それゆえ，底

面が直径 AGのまわりに描かれた円であり，さらに，軸が BDである円柱は外接させられた図

形の 2倍の大きさより小さい。しかし，そうではなく，2倍の大きさより大きい。なぜなら，

円錐 Yは 2倍の大きさであり，証明されたように，外接させられた図形は円錐より小さいか

らである。それゆえ，円錐状体の切片は円錐 Yより小さいことはない。［［3］］さらに，それが

大きいことはないことが証明されている。それゆえ，［切片は］切片と同じ底面および同じ軸

をもつ円錐よりその半分だけ大きい。」

以上のように，アルキメデスは，回転放物線体の切片と同じ底面，同じ軸をもつ円錐よりその半

分だけ大きいもう 1つの円錐 Yをつくって，

［［1］］ 切片は円錐 Yより大きくはない，

［［2］］ 切片は円錐 Yより小さくはない，
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という 2つのことから，［［3］］切片が円錐 Yに等しい，ということを結論するという背理法を用

いて証明している。

ここに，円錐 Y = (同底同軸の円錐) +
1

2
(同底同軸の円錐) =

3

2
(同底同軸の円錐)ということ

だから，

(回転放物線体の切片の体積) =
3

2
(切片と同底同軸の円錐の体積)

ということになる。なお，この命題 21では切片を切り取る平面は軸に垂直であったが，平面が軸

に垂直でない場合は次の命題 22で議論される。ただし，それはここでは割愛する。

ところで，背理法を用いるためにはあらかじめ結果となる値を知っておく必要があるが，そのた

めにアルキメデスが利用した機械的な手法が『方法』(>Arqimh́douc Per̀i tw̃n mhqanikw̃n jewrhmátwn

pròc >Eratosjénhn êfodoc，Archimedis De mechanicis propositionibus ad Eratosthenem methodus，

「エラトステネス宛ての，機械学的定理についてのアルキメデスの方法」) と呼ばれる著作に残されている。

エラトステネス (>Eratosjénec (Eratosthenes) : B.C.276�B.C.194) に宛てたこの著作はハイベアに

よって 1906年になって発見されたもので，アルキメデスの思考の跡が見られる貴重なものである。

回転放物線体の切片の体積についてはその中の命題 4で扱われている。それを見てみよう (『新

版アルキメデス著作集』(Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii. Iterum edidit Johan

Ludvig Heiberg, Corrigenda adiecit Evangelos S. Stamatis.) 第 2 巻 pp.454�459)。

「さらに，軸に垂直な平面によって切り取られた直角円錐状体［回転放物線体］の任意の切

片はその切片と同じ底面，そして，同じ軸をもつ円錐よりその半分だけ大きい，ことはこの方

法によって次のように確かめられる。
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なぜならば。直角円錐状体がその軸を通る平面によって切断さ

れるとし，その切断面の表面にできる直角円錐切断［放物線］が

ABGであるとし，さらに，軸に垂直な任意の別の平面によって

切断されるとし，そして，それらの平面に共通の切断線が BGで

あるとし，さらに，切断線［放物線］の軸が DAであるとし，そ

して，DAが Jまで延長されて，そこに［DAに］等しい AJが

置かれるとし，そして，DJは，その中心［支点］が点 Aである，

天秤［の横木］であると想像されるとし，さらに，切片の底面は

ADに垂直な直径 BGのまわりに描かれた円であるとし，そして，底面が，その直径が BGで

ある，円であり，さらに，頂点が点 Aである，円錐が［想像され］，さらにまた，その直径が

BGであり，さらに，軸が ADである，円柱が想像されるとし，そして，直角な平行四辺形［長

方形］において BGに平行な任意の直線MNが引かれるとし，さらに，MNを含む平面が AD

に垂直に立てられるとしよう。それゆえ，これは円柱の中に，その直径がMNである，円を，

さらに，直角円錐状体の切片の中に，その直径が XOである，円をつくるであろう。

直角円錐切断が BAGであり，さらに，その直径が ADで，規則正しく XS，BDが引かれ

ていたから，DA : AS = BD2 : XS2 であろう［『放物線の求積』命題 3］。しかし，DA = AJ

である。それゆえ，JA : AS = MS2 : SX2 である。しかし，MS2 : SX2 であるように，円柱

の中に置かれた，その直径が MN である，円は直角円錐状体の切片の中に置かれた，その直

径が XOである，円に対する［ユークリッド第 12巻命題 2］。それゆえ，JA : ASであるよう
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に，その直径がMNである円はその直径が XOである円に対するであろう。それゆえ，円柱

の中に置かれた，その直径がMNである，円は，その位置はそのままで，その重心が Jである

ように天秤の上で Jまで移動させられて［そこに］据えられた，その直径が XOである，円と

点 Aの両側で釣り合いを保つ。そして，その直径がMNである円の重心は Sであり，その直

径が XOである円の移動させられた重心は Jであり，そして，それは逆比［の関係］にあり，

JA : ASであるように，その直径がMNである円がその直径が XOである円に対する。さら

に，同様に，私たちは，もし平行四辺形 EG の中に直線 BG に平行な別の任意の直線が引か

れ，その直線を含む平面が ADに垂直に立てられるならば，［その平面によって］円柱の中に

生じた，その位置はそのままの，円は直角円錐状体の切片の中に生じた，その重心が Jである

ように，天秤の上で Jまで移動させられた，円と点 Aに関して釣り合いを保つであろうとい

うこともまた，証明するであろう。それゆえ，［そのような円によって］円柱および直角円錐

状体の切片が満たされると，その位置はそのままの円柱はその重心が Jであるように，天秤の

上で Jまで移動させられて［そこに］据えられた，直角円錐状体の切片と点 Aの両側で釣り合

いを保つであろう。さらに，私たちが述べてきた［ように］，大きさにおいて点 Aの両側で釣

り合いを保ち，そして，円柱の重心である点 Kは直線 ADを Kにおいて等しい 2つの部分に

分割し，さらに，移動させられた切片の重心は Jであるから，それは逆比［の関係］にあり，

JA : AKであるように円柱が切片に対するであろう。しかし，JA = 2AKである。それゆえ

また，円柱は切片より 2倍大きい。しかし，同時に，円柱は，底面が，その直径が BGである，

円であり，さらに，頂点が点 Aである，円錐より 3倍大きい［ユークリッド第 12巻命題 10］。

それゆえ，切片は同じ円錐よりその半分だけ大きいことは明らかである。」

このように，アルキメデスは天秤の考えを利用していろいろな結果を導き出していたのであろ

うか。

(16) 回転双曲線体 (の切片) の体積

アルキメデスは回転双曲線体を鈍角円錐状体と呼ぶが，その定義は次のようである (『アルキメデ

ス著作集』第 1巻 pp.276�279)。

「もし平面の上に鈍角円錐切断［双曲線］，その直径，鈍角円錐切断に非常に近い直線［漸近

線］があるとし，直径を保ったまま，これらすべての線がその上にある，平面が回転させられ

て再び，そこから動くことが始まった，その位置に戻されるならば，その頂点が，切断線［双

曲線］の漸近線が互いにそれ自身を切断する，点であり，さらに，軸が［回転のときに］保って

いた直径である，等脚円錐を鈍角円錐切断の漸近線［が回転してできる円錐］が囲むであろう

ことは明らかである。さらに，鈍角円錐切断に囲まれた図形は鈍角円錐状体［回転双曲線体］

と呼ばれ，さらに，保たれているその直径は軸と，さらに，そこにおいて軸が円錐状体に触れ

る点は頂点と呼ばれる。さらに，鈍角円錐切断の漸近線によって囲まれた円錐は円錐状体を包

んでいる［円錐］と呼ばれ，さらに，円錐状体の頂点および円錐状体を包んでいる円錐の頂点

の間に置かれた直線は軸に隣接した［直線］と呼ばれる。そして，もし平面が鈍角円錐状体に

接し，そして，接している平面に平行な別の平面が円錐状体の切片を切り取るならば，切り取

る平面において円錐状体の切断線によって囲まれた平面は切り取られた切片の底面と呼ばれ，

さらに，そこにおいて平面が円錐状体に接する点は頂点と，さらに，切片の頂点および円錐状
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体を包んでいる円錐の頂点を通って引かれた，切片の内部に含まれる，直線の部分は軸と，さ

らに，それらの頂点の間に置かれた直線は軸に隣接した［直線］と呼ばれる。

直角円錐状体はすべて相似であるが，しかし，鈍角円錐状体は円錐状体を包んでいる円錐が

相似であるものについて相似であると呼ばれるとしよう。」

そして，回転双曲線体の体積については命題 25において語られる (『アルキメデス著作集』第 1巻

pp.416�429)。
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XXXXX

「軸に垂直な平面によって切り取られた鈍角円

錐状体［回転双曲線体］の任意の切片はその切片

と同じ底面および等しい高さをもつ円錐に対し

て，切片の軸および軸に隣接した直線の 3倍の両

方に同時［の和］に等しい直線が切片の軸および

軸に隣接した直線の 2倍の両方［の和］に等しい

直線に対するのと同じ比をもつ。

軸に垂直な平面によって切り取られた任意の鈍

角円錐状体があるとし，そして，円錐状体自身の

軸を通る別の平面によって切断された切断線が鈍

角円錐切断 ABG であるとし［命題 11b］，さら

に，切片を切り取っている平面の［上にできる］直

線を AG，さらに，切片の軸を BDとし，そして，

軸に隣接した直線を BJとし，そして，BJ = ZJ = ZHであるとしよう。［円錐状体の］切片

はその切片と同じ底面および同じ軸をもつ円錐に対して，HD : ZDと同じ比をもつことが証明

されるであろう。

それゆえ，［円錐状体の］切片と同じ底面および同じ軸をもつ円柱があるとし，さらに，その

辺が直線 FA，GUであるとしよう。さらにまた，その中に文字 Yがある，何らかの円錐があ

るとし，［円錐状体の］切片と同じ底面および同じ軸 BDをもっている円錐に対して，HD : DZ

と同じ比をもつとしよう。それゆえ，私は，円錐状体の切片は円錐 Yに等しい，と言う。なぜ

ならば。もし等しくないならば，大きいか小さいかである。［［1］］はじめに，もし可能ならば，

大きいとしよう。· · · · · · (この後，命題 21 と同様に，背理法による証明へと進むのであるが，それは

省略する。)」

この引用部と同じ記号を用いることにして，回転双曲線体の切片の軸を BD，軸に隣接した直線

を BJとするとき，

(回転双曲線体の切片の体積) : (切片と同底等高の円錐の体積) = (BD + 3BJ) : (BD + 2BJ)

が成り立つということである。

なお，切片を切り取る平面が軸に垂直でない場合は命題 26で述べられる。結論はもちろん命題

25と同じく，上の比例式。

回転双曲線体ではないが，直角双曲線を回転させたときにできる立体について，トリチェリ

(Evangelista Torricelli : 1608�1647) が興味深い結果を出している (1643 年頃か?) ので，それを
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紹介しよう。『エヴァンジェリスタ・トリチェリ幾何学著作集』(Opera Geometrica Evangelistae

Torricellii) 所収の『古代人の方法に従う双曲線による尖った立体の測定について』(De Dimensione

Acuti Solidi Hyperbolici juxta Methodum Antiquorum) によると · · · · · ·

「直角を囲んでいるその漸近線が AB，ACである，双曲線があるとせよ。そして，双曲線の

上に任意にとられた点 Dから BAに平行な DCが引かれるとしよう。さらに，双曲線によっ

て Bの部分の方向に無限に長い尖った立体ができ (遠くの点 Bはつねに無限の距離にあると

理解せよ)，そして，双曲線による前述の立体は 2つの立体，すなわち，直円柱 FEDCおよび，

確かにその底面は円 EDで，さらに高さは限界がない，尖った立体 EBD，からなるように，軸

ABのまわりに図形が回転させられるとしよう。

MBO

DE

CNAF

I
L

H

私は，そのような種類の立体 FEBDCの全体は，その高さが

AC (すなわち，尖った立体の底面の半径) であり，さらに，底

面の直径 AHが双曲線の軸全体に等しい，ある円柱に等しい，

と言う。

なぜならば。(もし可能ならば) 双曲線による立体 FEBDC

が円柱 AI より小さいとしよう。そして，円柱 AI の中に双曲

線による立体に等しい何らかの円柱 NCILが置かれるとし，そ

して，LNMがMにおいて双曲線に出会う (漸近線 ABに平行

であると仮定されているから，確かに出会うであろう) まで延

長されるとしよう。

さて，円柱 NIは，混合された四辺形 NMDCの回転によってつくられる，環状の立体に等

しいであろう。そして，それゆえに，確かに，双曲線による立体 FEBDC全体より小さいであ

ろう。ゆえに，同じものに等しくはない。これは仮定されたことに反する。

次に，(もし可能ならば) 双曲線による立体 FEBDC が円柱 AI より大きいと仮定されると

しよう。それゆえ，(有限の大きさか，あるいは無限［の大きさ］である) 双曲線による立体

FEBDC は円柱 AI より大きいと仮定されるから，それ自身の何らかの切片，純粋な［立体］

FEOMDC，が円柱 AIに等しいであろう。これは不合理である。なぜなら，四辺形 NMDCの

回転によってつくられた環状の立体は円柱 NIに等しく，さらに，円柱 ONは円柱 NHの半分

だからである。ゆえに，双曲線による立体 FEOMDCの全体は円柱 AIより小さいであろう。

ゆえに，双曲線による尖った立体 FEBDCの全体が，無限の長さであるにもかかわらず，そ

れでもやはり，前述の円柱 AI に等しいことは明らかである。小さいことも，大きいことも，

できないからである。これが証明されなければならないことであった。」

ここに，直角双曲線を基にした無限の長さをもつ回転体が有限の体積をもつことが示されたので

ある。これは次のように確かめられる。

直角双曲線を表す方程式を y =
a2

x
として，この双曲線，y 軸，x軸，および，直線 x = v で囲

まれた部分を y 軸のまわりに回転してできる立体を考えよう。

トリチェリに従って，この y 軸の正の方向に無限に伸びた立体の体積を求めたいのだが，この立

体を底面 CFから面 DEまでの円柱の部分 P1 と面 DEより y 軸の正の方向向きの部分 P2 との 2

つに分けよう。
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まず，円柱 P1 の体積 V1 は，高さすなわち Dの y 座標が
a2

v
であることから，

V1 = πv2 × a2

v
= πa2v

である。

次に，「尖った」部分 P2 の体積 V2 は，

V2 =

∫ ∞

a2

v

π

(
a2

y

)2

dy = πa4
∫ ∞

a2

v

1

y2
dy

= πa4
(

lim
u→∞

∫ u

a2

v

1

y2
dy

)

= πa4
(

lim
u→∞

[
− 1

y

]u
a2

v

)

= πa4
{

lim
u→∞

(
− 1

u
+

v

a2

)}
= πa2v

となる。従って，無限に伸びた立体の体積 V は V = V1 + V2 = 2πa2v となる。

そこで，AHの長さが 2
√
2 aとなるように点 H定め，AHが直径となる円を底面とし，ACが高

さとなる円柱を考えると，その円柱の体積W は

W = π

(
2
√
2 a

2

)2

× v = 2πa2v

となる。

よって，V = W がいえることになる。

考え方としては · · · · · ·
(先のトリチェリの図の記号を援用することにして，) 線分 AC上の任意の点 N (x座標が xとする) に対し

て，y 軸の正の方向に円柱 NOをつくり，y 軸の負の方向に円 NJをつくるとき，円柱 NOの側面積と円 NL

の面積はともに 2pa2 で等しい。そこで，線分 AC上のすべての点 Nについてそれらの総和をとれば，［面積

の総和，すなわち積分，が体積だから］それぞれ尖った立体，円柱の体積となり，1つ 1つの面積が等しいの

だから総和［体積］としてもそれらは相等しい，ということになる。

ここにはカヴァリエリ (Bonaventura Francesco Cavalieri : 1598�1647) の原理 �� 円柱 NOの側面積

と円 NL の面積が「不可分者」(indivisibilis) �� が見てとれるのだが，それについての考察は本稿のテー

マではない。

(17) 回転楕円体 (の切片) の体積

回転楕円体をアルキメデスは球状体と呼ぶが，球状体には (長方球状体と扁平球状体の) 2 つの

ものがあることなどが，『円錐状体と球状体について』の「序文」で述べられる (『アルキメデス著作

集』第 1 巻 pp.280�283)。

「もし鋭角円錐切断［楕円］が長い方の直径［長軸］を保ったまま回転させられて再び，そこ

から動くことが始まった，その位置に戻されるならば，その鋭角円錐切断に囲まれた図形は長

方球状体［回転楕円体］と呼ばれ，しかし，もし鋭角円錐切断が短い方の直径［短軸］を保っ

たまま回転させられて再び，そこから動くことが始まった，その位置に戻されるならば，その

鋭角円錐切断に囲まれた図形は扁平球状体［回転楕円体］と呼ばれる。さらに，保たれている

直径はそれぞれ球状体の軸と，さらに，そこにおいて軸が球状体の表面に接する，点は頂点と，
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さらに，軸の中点は中心と，そして，中心を通って軸に垂直に引かれた直線は直径と呼ばれる。

そして，もし平行な平面が［長方，扁平の］どちらであろうと球状図形［球状体］に，それを

切断することなく，接しており，接している平面に平行に球状体を切断している平面が引かれ

るならば，切断している平面において球状体の切断線［楕円］によって囲まれた平面はそれに

よって生じる切片の底面と呼ばれ，さらに，そこにおいて平行な平面が球状体に接する点は頂

点と，さらに，切片のそれらの頂点を結んでいる，切片の内部に含まれる，直線の部分は軸と

呼ばれる。さらに，球状体にただ 1 つの点で接している平面がその表面に接すること［命題

16］，および，接点を結んでいる直線は球状体の中心を通ることになること［命題 16］を私た

ちは証明するであろう。さらに，それらの軸が直径に対して同じ比をもっている，球状図形は

相似あるといわれる。さらに，球状図形［の切片］および円錐状体の切片は，もし相似な図形

から切り取られていて，相似な底面をもち，そして，底面の平面に垂直であるか，または，対

応する底面の直径とともに等しい角をつくっている，それらの軸が対応する底面の直径と互い

に同じ比をもつならば，相似であるといわれる。」

回転楕円体の切片の体積については，その切片を切り取る平面の状態に応じて，

(i) 平面が球状体の中心を通り，球状体の軸に垂直である

(ii) 平面が球状体の中心を通り，球状体の軸に垂直ではない

(iii) 平面が球状体の中心を通らず，球状体の軸に垂直である

(iv) 平面が球状体の中心を通らず，球状体の軸に垂直ではない

の 4つの場合が考えられる。

ここでは，最後の (iv)の場合を見ることにしよう。平面が中心を通らないのだから，切片は大き

いものと小さいものの 2つができる。まず，小さい方の切片については『円錐状体と球状体につい

て』命題 30である (『アルキメデス著作集』第 1 巻 pp.474�481)。

「もし軸に垂直ではなく，しかも，中心を通って置かれてもいない，平面によって球状体が

切断されるならば，その小さい方の切片はその球状体の切片と同じ底面および同じ軸をもつ円

錐の切片に対して，つくられた切片の頂点を結んでいる直線の半分および大きい方の切片の軸

の両方［の和］に等しい直線が大きい方の切片の軸に対するのと同じ比をもつ，ということも

真実である。
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なぜならば。球状図形が，私たちが述べたように，切断される

としよう。そして，それが軸を通り，切断している平面に垂直な

別の平面によって切断されたとして，図形の切断線を鋭角円錐切

断［楕円］ABGとし［命題 11c］，さらに，図形を切断している平

面の直線を GAとしよう。そして，直線 AGに平行な，円錐切断

と点 B，Zにおいて接する，直線 PR，STが引かれるとし，そし

て，同じ平面の上に直線 AGに平行に置かれた平面が立てられる

としよう。それゆえ，それらは，切片の頂点である，点 B，Zに

おいて球状体に接するであろう。それゆえ，切片の頂点を結ぶ直

線が引かれるとし，それを BZとしよう。それゆえ，それは中心

を通ることになるであろう［命題 16c］。そして，球状体の，およ
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び鋭角円錐切断の中心を Jとしよう。さて，図形が軸に垂直ではない平面によって切断される

ことが仮定されているから，切断線は鋭角円錐切断であり，その直径は GAである［命題 14］。

延長された直線 BDの上に軸をもち，直径 AGのまわりに描かれた鋭角円錐切断がその表面に

ある，円柱［命題 9］が，そして，頂点として点 Bをもち，直径 AGのまわりに描かれた鋭角

円錐切断がその表面にある，円錐［命題 8］がとられるとしよう。それゆえ，それはその切片

と同じ底面および同じ軸をもつ何らかの円柱の断片，および，球状体の切片と同じ底面および

同じ軸をもつ円錐の切片であろう。その頂点が B である球状体の切片が球状体のその切片と

同じ底面および同じ軸をもつ円錐の切片に対して，DH : DZと同じ比をもつであろうことが証

明されなければならない。さらに，ZH = JZとしよう。

それゆえ，その中に文字 Yがあり，その切片と同じ底面および同じ軸をもつ円錐の切片に対

して，DH : DZと同じ比をもつ何らかの円錐がとられるとしよう。さて，もし球状体の切片が

円錐 Yに等しくないならば，［［1］］はじめに，もし可能ならば，大きいとし，· · · · · · (この後，
背理法を用いて切片が円錐 Y に等しいことが示されるのだが，それは省略する。)」

アルキメデスは，この命題において，お得意の背理法を用いる論法によって，

(球状体の小さい方の切片の体積) : (切片と同底同軸の円錐の体積) =

(
BD

2
+ DZ

)
: DZ

であることを示したのである。ここに，BDは球状体の切片の頂点を結ぶ直線，DZは大きい方の

切片の軸を表す。

次に，大きい方の切片については，球状体の切片の頂点を結ぶ直線を BD，小さい方の切片の軸

を DEとするとき，

(球状体の大きい方の切片の体積) : (切片と同底同軸の円錐の体積) =

(
BD

2
+ DE

)
: DE

となるのだが，それは『円錐状体と球状体について』命題 32で次のように証明される (『アルキメ

デス著作集』第 1巻 pp.490�499)。

「もし軸に垂直ではなく，しかも，中心を通って置かれてもいない，平面によって球状体が

切断されるならば，その大きい方の切片は球状体の切片と同じ底面および同じ軸をもつ円錐の

切片に対して，それからつくられた切片の頂点を結んでいる直線の半分および小さい方の切片

の軸の両方［の和］に等しい直線が小さい方の切片の軸に対するのと同じ比をもつ，というこ

とも真実である。
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なぜならば。球状体が，私たちが述べたように，

切断されるとしよう。そして，それが軸を通り，

切断している平面に垂直な別の平面によって切断

されたとして，図形の切断線を鋭角円錐切断［楕

円］ABGDとし［命題 11c］，さらに，図形を切

断している平面の直線を GA としよう。そして，

直線 AGに平行な，鋭角円錐切断と点 B，Dにお

いて接する，直線 PR，STが引かれるとし，同じ

平面から直線 AGに平行に置かれた平面が立てら

れるとしよう。それゆえ，それらは点 B，Dにおいて球状体に接するであろうし［命題 16b］，
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切片の頂点は B，Dであろう。それゆえ，そのようにつくられた切片の頂点を結んでいる (さ

らに，中心を通ることになる［命題 16c］) 直線 BDが引かれるとし，そして，その中心を J

とし，その頂点が Bである切片は球状体の半分より大きいとしよう。さらに，直線 DJに等し

い直線 DHおよび同じものに等しい直線 BZが付け加えられるとしよう。球状体の切片はその

切片と同じ底面および同じ軸をもつ円錐の切片に対して，EH : EDと同じ比をもつことが証明

されなければならない。

なぜならば。球状体が軸を通って置かれた，直線 AGの上に置かれた平面に平行な，平面に

よって切断されるとし，球状体の半分の部分に頂点として点 Dをもつ円錐の切片が内接させ

られるとし，XD : JD = JD : EDであるとしよう。それゆえ，上と同じ方法によって，私たち

は，球状体の半分の部分に内接させられた円錐の切片が小さい方［の球状体］の切片に内接さ

せられた円錐の切片に対して XD× BJ : BE× EDと同じ比をもつこと，および，小さい方の

切片に内接させられた円錐の切片がそれが内接させられた切片に対して BE× ED : ZE× ED

と同じ比をもつこと，を証明するであろう。それゆえ，球状体の半分の部分に内接させられた

円錐の切片は球状体の小さい方の切片に対して XD× BJ : ZE× EDと同じ比をもつであろう

［ユークリッド第 5巻命題 22］。それゆえ，球状体全体は球状体の半分の部分に内接させられ

た円錐の切片に対して ZH×XD : BJ×XDと同じ比をもつであろうし，確かに，［ZH = 4BJ

であるから］両方とも［の前項］が両方とも［の後項］の 4倍大きい。しかし，私たちが述べた

円錐の切片は球状体の小さい方の切片に対して XD × BJ : ZE × ED と同じ比をもつ。それ

ゆえ，球状体全体はその小さい方の切片に対して ZH × XD : ZE × ED と同じ比をもつであ

ろう［ユークリッド第 5 巻命題 22］。さらに，大きい方の切片そのものは小さい方に対して

ZH × XD − ZE × ED : ZE× EDと同じ比をもつ［ユークリッド第 5巻命題 17 (除比の理)］。

さらに，小さい方の切片はそれに内接させられた円錐の切片に対して ZE× ED : BE× EDと

同じ比をもつ。さらに，小さい方の切片に内接させられた円錐の切片は大きい方の切片に内接

させられた円錐の切片に対して BE× ED : BE2 と同じ比をもつ。確かに，私たちが述べた円

錐の切片は，それらは同じ底面をもつから，高さ同士の比をもち，それらの高さは DE : EBと

同じ比をもつ。それゆえまた，球状体の大きい方の切片はそれに内接させられた円錐の切片に

対して HZ×XD− ZE× ED : BE2 と同じ比をもつ。しかし，この比が EH : EDと同じであ

ることを，上と同じ方法によって，私たちは証明するであろう。」

このようにして，アルキメデスは球状体の切片の体積についての関係式を導いたのであるが，球

状体全体の体積については次のような結果を得ている。『方法』の命題 3として挙げられているも

のを見てみよう (『新版アルキメデス著作集』第 2 巻 pp.446�455)。

「この方法によって次のことも同様に確かめられる。［すなわち，］球状体の大円に等しい底

面，さらに，球状体の軸に等しい高さをもっている円柱はその球状体よりその半分だけ大きい

こと。これが確かめられると，任意の球状体が中心を通り軸に垂直な平面によって切り取られ

ると，その球状体の半分はその切片と同じ底面および同じ高さをもつ円錐の 2倍大きいことは

明らかである。

なぜならば。何らかの球状体があるとし，それが軸を通る平面によって切断されるとし，そ

して，その表面において鋭角円錐切断［楕円］ABGDがつくられるとし，さらに，その直径が
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AG，BDであり，中心が Kであり，そして，球状体における直径 BDのまわりの円は AGに

垂直であるとし，さらに，底面として，私たちが指摘した，円をもち，さらに，頂点が点 Aで

ある円錐が想像されるとし，そして，延長されたその円錐の表面が，Gを通り底面に平行な平

面によって切断されるとしよう。それゆえ，その切断線は AGに垂直で，その直径が EZであ

る円であろう。さらにまた，底面として，その直径が EZである，同じ円をもち，軸が直線 AG

である，円柱があるとし，そして，延長された直線 GAにそれに等しい AJが置かれるとし，

JGが天秤［の横木］であり，さらに，その中心［支点］が点 Aであると想像されるとし，平

行四辺形 LZにおいて直線 EZに平行な別の直線MNが引かれるとし，さらに，MNにおいて

AGに垂直な平面が立てられるとしよう。それゆえ，この切断線は，円柱においてはその直径

がMNである円になり，さらに，球状体においてはその直径が XOである円［『円錐状体と球

状体について』命題 11c］，さらに，円錐においてはその直径が PRである円になるであろう。

ZNH

W
D

Y
O

R

G
K

AJ

P

X
Q

B
F

EML

S

そして，GA : AS = EA : AP［ユークリ

ッド第 6 巻命題 4］= MS : SP［ユークリッ

ド第 6 巻命題 4，第 5 巻命題 18］であるから，

JA : AS = MS : SP であろう。しかし，MS :

SP = MS2 : MS × SP であり，MS × SP =

PS2 +SX2 である。確かに，AS× SG : SX2 =

AK×KG : KB2 = AK2 : KB2 であり，AK2 :

KB2 = AS2 : SP2［ユークリッド第 6 巻命

題 4］であるから，入れ換えられると，AS2 :

AS×SG = PS2 : SX2 であろう。しかし，AS2

: AS×SG = SP2 : SP×PMである［ユークリッド第 5巻命題 9］。それゆえ，MP×PS = XS2

である［ユークリッド第 5巻命題 9］。共通のPS2が加えられるとしよう。それゆえ，MS×SP［

ユークリッド第 2巻命題 3］= PS2 +SX2 である。それゆえ，JA : AS = MS2 : PS2 +SX2 で

ある。しかし，MS2 : SX2 + SP2 であるように，円柱の中に置かれた，その直径がMNであ

る，円が，それらの直径が XO，PRである，円の両方［の和］に対する［ユークリッド第 12

巻命題 2］。それゆえ，その直径がMNであり，その位置が点 Aのまわりにとどまっている円

は，それらの直径が XO，PRであり，天秤の上で Jまで移動させられて［そこに］据えられ

た両方の円［の和］と，Jが両方［一緒］の重心であるように，釣り合いを保つであろう。さ

らに，その直径がMNであり，その位置がとどまっている円の重心は Sであり［補題 7］，そ

して，それらの直径が XO，PRである，移動させられた両方同時の円の重心は Jである。そ

れゆえ，JA : ASであるように，その直径がMNである円がそれらの直径が XO，PRである

両方の円［の和］に対するであろう。さらに，同様に，私たちは，もし平行四辺形 LZの中に

直線 EZに平行な別の直線が引かれ，そして，その直線から AGに垂直な平面が立てられるな

らば，［それによって］つくられた円柱の中の，その位置が点 Aのまわりにとどまっている円

は，［それによって］つくられた球状体および円錐の中の，両方［一緒］の重心が Jであるよう

に，天秤［の上］の点 Jまで移動させられた両方同時の円［の和］と釣り合いを保つであろう。

それゆえ，円柱，球状体，円錐が［そのように］とられた円によって満たされると，位置がと

どまっている円柱は，両方［一緒］の重心が Jであるように，天秤の上で Jまで移動させられ
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た［そこに］据えられた球状体および円錐［の和］と，点 A に関して釣り合いを保つであろ

う。そして，円柱の重心は点 Kであり［補題 8］，さらに，結合された球状体および円錐［の

重心］は，述べられたように，点 J である。それゆえ，JA : AK であるように，円柱が球状

体および円錐の両方［の和］に対するであろう。しかし，AJ = 2AKである。それゆえまた，

円柱は球状体および円錐の両方［の和］の 2倍である，すなわち，1つの円柱は 2つの円錐お

よび 2つの球状体［の和］に等しい。しかし，1つの円柱は同じ円錐の 3倍に等しい［ユーク

リッド第 12巻命題 10］。それゆえ，3つの円錐は 2つの円錐および 2つの球状体［の和］に

等しい。共通のものである 2つの円錐が取り去られるとしよう。それゆえ，その三角形が軸を

通って置かれた AEZである 1つの円柱，それに等しい 2つの球状体が残される。しかし，同

様に，1つの円錐は，それらの三角形が軸を通って置かれた ABDである 8つの円錐に等しい。

それゆえ，8つの，私たちが述べたような，円錐は 2つの球状体に等しい，すなわち，4つの

円錐が 1つの球状体に等しい。それゆえ，球状体は，その頂点が点 Aであり，さらに，底面が

直径 BDのまわりに描かれた，AGに垂直な円である，円錐の 4倍大きく，そして，球状体の

半分は，私たちが述べた，円錐の 2倍大きい。

さらに，平行四辺形 LZの中に点 B，Dを通って直線 AGに平行な FQ，YWが引かれると

し，その底面が直径 FY，QWのまわりに描かれた円であり，さらに，軸が直線 AGである円

柱が想像されるとしよう。

それゆえ，軸を通って置かれたその平行四辺形が FWである円柱は，軸を通って置かれたそ

の平行四辺形が FDである円柱の 2倍大きく［ユークリッド第 12巻命題 13］�� それらの

底面は等しく，さらに，軸は 2倍大きいから �� ，そして，軸を通って置かれたその平行四

辺形が FDである円柱そのものは，その頂点が点 Aであり，さらに，底面が直径 BDのまわ

りに描かれた，AGに垂直な円である円錐の 3倍大きい［ユークリッド第 12巻命題 10］から，

軸を通って置かれたその平行四辺形が FWである円柱は，私たちが示した，円錐の 6倍大き

い。さらに，私たちは，球状体が同じ円錐より 4倍大きいことを証明した。ゆえに，円柱は球

状体よりその半分だけ大きい。これが証明されなければならないことであった。」

このように，球状体全体の体積については，

(球状体の体積) =
2

3
(底面が球状体の軸に垂直な大円で，球状体の軸に等しい高さの，円柱)

となるのである。積分を使って確かめるのなら，回転させる前の楕円を表す方程式を
x2

a2
+

y2

b2
= 1

(a > b) とするとき，長方球状体については，

(長方球状体の体積) = 2× π
∫ a

0

y2 dx = 2π
∫ a

0

b2

a2
(
a2 − x2

)
dx

= 2π

[
b2

a2

(
a2x− 1

3
x3

)]a
0

=
4

3
πab2

(円柱の体積) = πb2 × (2a) = 2πab2

となろう。

また，扁平球状体なら，(扁平球状体の体積) = 2π
∫ b

0

x2 dy =
4

3
πa2b ，となる。

このことから，球の場合は a = bであるから，球の体積は球の半径を r と表すと，

(球の体積) =
4

3
πr3
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ということになる。

(18) 円錐曲線の性質

この項では eは離心率を表すものとする。また，この項では証明は省略する。

『岩波 数学辞典』によれば，円錐曲線には次のような性質がある。

はじめに，楕円。

(i) 楕円の接線に対して，その楕円の焦点から下ろした垂線の足はその楕円の補助円の上にある。

(ii) 楕円上の任意の点 Pとその楕円の焦点 F，F′ を結ぶ 2つの直線 FP，F′Pは，その楕円上の

点 Pにおける接線に対して等しい角をなす。［だから，一方の焦点を発した光線が楕円によって反

射されると，それらの光線はすべて他方の焦点に集まる。］

(iii) 楕円の両焦点からその楕円の任意の接線までの距離の積は一定であり，それは b2 に等しい。

(iv) Fが定点，Pが動く質点で，Pはいつも Fの方向に FPの長さの 2乗に反比例する中心力

で引かれ，Fを焦点とする楕円 Cの接線の方向へ向かう初速度で出発するとすれば，Pはつねに楕

円 Cの上を動き，動径 FPの描く面積速度は一定である。(惑星運動に関するケプラー (Johannes

Kepler : 1571�1630) の第 2法則) ［面積速度とは，動径 FPが描く扇形の面積を S とし，微小時間

dtの間に S が dS だけ増したとするとき，比 dS/dtのことをいう。動径が単位時間内に描く面積

ともいえる。］

P

FF′ F

P

次に，双曲線。

(i) 双曲線上の任意の点 P とその双曲線の焦点 F，F′ を結ぶ 2 つの直線 FP，F′P の間の角は，

その双曲線上の点 Pにおける接線によって 2等分される。［だから，一方の焦点を発した光線が双

曲線によって反射されると，それらの光線はすべて他方の焦点から発した光線のように見える。］

(ii) 双曲線の両焦点からその双曲線の任意の接線までの距離の積は一定であり，それは b2 に等

しい。

P

FF′ PQ

(iii) 双曲線上の任意の点 Pにおける接線が両漸近線にはさまれる部分は接点 Pによって 2等分

される。

(iv) 双曲線上の任意の点 Qから両漸近線に平行線を引くとき，それらの直線と両漸近線とで囲

まれた平行四辺形の面積は一定である。
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最後に，放物線。

(i) 放物線上の任意の点 Pにおける接線は，焦点 Fと Pを結ぶ直線 FPおよび (主) 軸の方向と

等しい角をなす。［だから，焦点を発した光線が放物線によって反射されると，それらの光線はす

べて軸に平行になる。］

P

FT HO

(ii) 放物線上の任意の点 P における接線が焦点 F を通る軸と交わる点を T とし，P からその

軸に下ろした垂線の足を H とし，放物線の頂点を O とするとき，FP = FT である［すなわち，

△FPTは二等辺三角形である］。また，OH = OTであった。

(19) 2次曲線

2元 2次の方程式

F (x，y) = ax2 + 2hxy + by2 + 2gx+ 2fy + c = 0　 · · · · · · (∗)
(ただし，(a，b，h) ̸= (0，0，0) とする)

で表される曲線を 2次曲線という。円錐曲線を表す方程式はこの形に変形することができるから，

円錐曲線は 2次曲線である。が，ここで名づけた 2次曲線は必ずしも円錐曲線ではない。

なお，2次曲線がただ 1つの中心をもつとき有心 2次曲線といい，中心をもたない，または，無

数に中心をもつとき無心 2次曲線という。

そして，2元 2次方程式 (∗)に対して，

D0 =

∣∣∣∣∣ a h

h b

∣∣∣∣∣ = ab− h2 　， D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a h g

h b f

g f c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = abc+ 2fgh− af2 − bg2 − ch2

とおいて，D をこの方程式が表す 2次曲線の判別式という。

また，

C0 =

(
a h

h b

)
，C =

 a h g

h b f

g f c

，F =

(
g

f

)
，X =

(
x

y

)
，X =

 x

y

1


とおくと，2元 2次方程式 (∗)について，

F (x，y) = tX CX =
(

x y 1
) a h g

h b f

g f c


 x

y

1


= tX C0 X + 2 tF X + c =

(
x y

)( a h

h b

)(
x

y

)
+ 2

(
g f

)( x

y

)
+ c

となる。

結論を言うと，2元 2次方程式 (∗)が表す 2次曲線は

51





(i) D ̸= 0 D0 > 0　ならば　楕円または空集合

(ii) D ̸= 0 D0 = 0　ならば　放物線

(iii) D ̸= 0 D0 < 0　ならば　双曲線

(iv) D = 0 D0 > 0　ならば　1点

(v) D = 0 D0 = 0　ならば　空集合または 1直線または平行な 2直線

(vi) D = 0 D0 < 0　ならば　相交わる 2直線

となる。のだが，その確認は『初等幾何學』などを見てもらうことにして，ここでは，方程式 (∗)
の標準化［式の形を標準形に変形すること］の手順だけを紹介しておこう。

まず，

{
ax+ hy + g = 0

hx+ by + f = 0
とすると，この (連立) 方程式の解は D0 ̸= 0のとき，ただ 1つの解 x0 =

fh− bg

D0
，y0 =

gh− af

D0
をもつ

D0 = 0のとき，不能または不定

である。そして，D0 ̸= 0のとき，この 2次曲線は有心 2次曲線であって，( x0，y0 )がその中心の

座標となり，D0 = 0のときは，無心 2次曲線となる。

次に，D0 ̸= 0として，中心が原点になるように，

{
x = x′ + x0

y = y′ + y0
という平行移動を行うと，方

程式 (∗)は a (x′)
2
+ 2hx′y′ + b (y′)

2
+ a (x0)

2
+ 2hx0y0 + b (y0)

2
+ 2gx0 + 2fy0 + c = 0，すな

わち

a (x′)
2
+ 2hx′y′ + b (y′)

2
+

D

D0
= 0　 · · · · · · 1⃝

となる。

さらに，

{
x′ = x′′ cos θ − y′′ sin θ

y′ = x′′ sin θ + y′′ cos θ
という回転を行うと，方程式 1⃝ は

(
a cos2 θ + 2h sin θ cos θ + b sin2 θ

)
(x′′)

2
+ {2h cos 2θ − (a− b) sin 2θ}x′′y′′

+
(
a sin2 θ − 2h sin θ cos θ + b cos2 θ

)
(y′′)

2
+

D

D0
= 0

となるから，x′′y′′ の項を消去するために，
a ̸= bのときは，tan 2θ =

2h

a− b
　
(
0 < θ <

π
2

)
a = bのときは，cos 2θ = 0　

(
だから，θ =

π
4

)
となるように角 θを定めれば，方程式 1⃝ は

A (x′′)
2
+B (y′′)

2
+

D

D0
= 0　 · · · · · · 2⃝

(ただし，A+B = a+ b，AB = ab− h2)

となる。

ここで，(x′′y′′の項の係数) = 0にするのだから，

AB =
{
(x′′)

2
の項の係数

}
×
{
(y′′)

2
の項の係数

}
− (x′′y′′の項の係数)2

=
(
a cos2 θ + 2h sin θ cos θ + b sin2 θ

) (
a sin2 θ − 2h sin θ cos θ + b cos2 θ

)
−
{
h cos 2θ − 1

2
(a− b) sin 2θ

}2
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= ab(sin4 θ + cos4 θ) + (a2 + b2) sin2 θ cos2 θ − (a− b)h(cos2 θ − sin2 θ) sin 2θ

− h2(sin2 2θ + cos2 2θ) + (a− b)h sin 2θ cos 2θ − 1

4
(a− b)2 sin2 2θ

= ab
{
(sin2 θ + cos2 θ)2 − 2 sin2 θ cos2 θ

}
+

1

4
(a2 + b2) sin2 2θ − (a− b)h sin 2θ cos 2θ

− h2 + (a− b)h sin 2θ cos 2θ − 1

4
(a2 − 2ab+ b2) sin2 2θ

= ab− h2

である。

方程式 2⃝ は標準形目前の形だから，標準形への変形は省略する。

ところで，方程式 2⃝ における (x′′)
2
，(y′′)

2
の係数 A，B は，A+ B = a+ b，AB = ab− h2

ということだから，方程式

t2 − (a+ b)t+ (ab− h2) = 0　 · · · · · · (#)
の解ということになる。この方程式 (#)は行列 C0 の固有方程式だから，A，B は C0 の固有値と

いうことである。

それゆえ，図が不要ならば，方程式 (#)から C0 の固有値を求めて，方程式 1⃝ から方程式 2⃝ を

(回転の計算をとばして) 直接導くことができる。その辺りのことや実際の計算例などは例えば『線

形代数学』などを参照のこと。

いずれにしろ，これで，方程式 (∗)が表す 2次曲線が有心 2次曲線 �� すなわち，楕円および

双曲線 �� の場合に，方程式 (∗)は標準化できた。図式化すると，

(x，y) 座標系　 −−−−−→
平行移動

　 (x′，y′) 座標系　 −−−−−→
　回転　

　 (x′′，y′′) 座標系　 −→　標準形{
x = x′ + x0

y = y′ + y0

{
x′ = x′′ cos θ − y′′ sin θ

y′ = x′′ sin θ + y′′ cos θ

となろう。

D0 = 0の場合，すなわち，方程式 (∗)が表す 2次曲線が無心 2次曲線の場合は次のようにする。

この場合も平行移動と回転という 2つの操作は同じなのだが，今度は回転を先に行う。

はじめに，

{
x = x′ cos θ − y′ sin θ

y = x′ sin θ + y′ cos θ
という回転を行うと，方程式 (∗)は，先と同様に，(

a cos2 θ + 2h sin θ cos θ + b sin2 θ
)
(x′)

2
+ {2h cos 2θ − (a− b) sin 2θ}x′y′

+
(
a sin2 θ − 2h sin θ cos θ + b cos2 θ

)
(y′)

2
+ 2 (g cos θ + f sin θ)x′

+ 2 (−g sin θ + f cos θ) y′ + c = 0

となるから，a ̸= bのとき，tan 2θ =
2h

a− b

(
0 < θ <

π
2

)
から角 θ を定めれば，方程式 (∗)は

A (x′)
2
+B (y′)

2
+K = 0　 · · · · · · 3⃝

となる。

このときも，先と同様に，AB = D0 = 0となるから，A = 0 または B = 0である。どちらにし

ても一般性を失わないから，ここでは，A = 0とする。このときは，方程式 (∗)は
B (y′)

2
+ 2Lx′ + 2My′ + c = 0

となるが，この方程式は

B

(
y′ +

M

B

)2

= −2L

(
x′ − M2 −Bc

2BL

)
　 · · · · · · 4⃝
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ここに，B = a sin2 θ − 2h sin θ cos θ + b cos2 θ

L = g cos θ + f sin θ

M = −g sin θ + f cos θ

と変形できる。

次に，


x′′ = x′ − M2 −Bc

2BL

y′′ = y′ +
M

B

という平行移動を行えば，方程式 4⃝ は

B (y′′)
2
= −2Lx′′

となる。

この最後の方程式は，容易に，放物線を表す方程式の標準形に変形できる。

なお，方程式 3⃝ における係数 A，B (いずれか一方は 0だけど) が C0 の固有値であることを利

用すれば，回転についての計算をせずに，標準形を導くことができることは先の場合と同様である。

ここに述べた場合の他にいくつかの場合があるが，円錐曲線にはならない場合なので，それらに

ついては割愛する。

(20) まとめ

放物線 楕　円 双曲線

メナイ

クモス

直角円錐切断 鋭角円錐切断 鈍角円錐切断

アポロ

ニオス

切断面と軸とのなす角が

母線と軸とのなす角に等

しい平面で切断

切断面と軸とのなす角が

母線と軸とのなす角より

大きい平面で切断

切断面と軸とのなす角が

母線と軸とのなす角より

小さい平面で切断

ある母線に平行な平面で

切断

対のうちの一方の円錐の

すべての母線と交わる平

面で切断

対の両方の円錐と交わる

平面で切断

軌跡 1 定点および 1 定直線か

らの距離が等しい点の軌

跡

2 定点からの距離の和が

一定である点の軌跡

2 定点からの距離の差が

一定である点の軌跡

1定点からの距離の，1定直線からの距離に対する比 eが一定である点の軌跡

e = 1 0 < e < 1 e > 1

グラフ

Z

J

F

g
K

L

DE

J

C

FF′

gg′

L

M

X

gg′

ZJ

FF′

L

C

M

N

X

直立辺 ZJ EJ ZL

特性式 KL2 = ZJ× ZL LM2 = EM×MX MN2 = ZN×NX
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標準形 y2 = 4px
x2

a2
+

y2

b2
= 1

x2

a2
− y2

b2
= 1

直立辺

の長さ
4p

2b2

a
(a > bのとき)

2b2

a

焦点 (p，0)
(
±
√
a2 − b2，0

) (
±
√

a2 + b2，0
)

離心率 e = 1 e =

√
a2 − b2

a
e =

√
a2 + b2

a

準線 x = −p x = ± a

e
x = ± a

e

中心 ない 両焦点を結ぶ線分の中点 ( 0，0 )

　
漸近線 ない y = ± b

a
x

媒介変

数表示

{
x = pt2

y = 2pt

{
x = a cos θ

y = b sin θ

{
x = a sec θ

y = b tan θ

極方程

式
r =

l

1− cosϕ
r =

l

1 + e cosϕ
r =

l

1− e cosϕ

(l = 2p)

(
l =

b2

a

) (
l =

b2

a

)
(準線は右側にとった) (準線は左側にとった)

P

NEAT

P

NEAT BO

P

NEATB O

接線 AT = AE BE : EA = BT : TA

y1y = 2p (x+ x1)
x1x

a2
+

y1y

b2
= 1

x1x

a2
− y1y

b2
= 1

　
法線 EN =

1

2
(直立辺) = 2p OE : EN = (直径) : (直立辺) = 2a :

2b2

a

y1x+2py = y1 (x1 + 2p)
a2x

x1
− b2y

y1
= a2 − b2

a2x

x1
+

b2y

y1
= a2 + b2

面積 (切片の面積) =
4

3
(切片

と同底等高の三角形)

(全楕円の面積) = π a b
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回転体

の体積

(回転放物線体の切片の体

積) =
3

2
(切片と同底同

軸の円錐の体積)

(回転楕円体の小さい方の

切片の体積) : (切片と同

底同軸の円錐の体積) =(
BD

2
+ DZ

)
: DZ

(回転双曲線体の切片

の体積) : (切片と同

底 等 高 の 円 錐 の 体 積

) = (BD + 3BJ) :

(BD + 2BJ)

(BD は切片の頂点を結ぶ

直線，DZは大きい方の切

片の軸)

(BDは切片の軸，BJは軸

に隣接した直線)

(回転楕円体の大きい方の

切片の体積) : (切片と同

底同軸の円錐の体積) =(
BD

2
+ DE

)
: DE

(BD は切片の頂点を結ぶ

直線，DEは小さい方の切

片の軸)

(回転楕円体全体の体積

) =
4

3
π a b2
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